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LORENZO MASCHERONI 



e le suie opere maLtematichie 



Lorenzo Mario Mascheroni dell' Olmo nacque a Ca- 
stagneta vicino Bergamo il 13 maggio 1750 da Paolo e da Maria 
Ceribelli (1). Entrato giovanetto nelle scuole del Seminario di Ber- 
gamo, le frequentò fino al IS^' anno quale scolaro laico , riscotendo 
sempre il plauso dei suoi maestri e pel suo ingegno e per la sua 
*i diligenza : nel 1768 vesti Tabito di cherico e 6 anni dopo fu ordi- 

y nato sacerdote. 

^ Non ancora ventenne si vuole dai suoi biografi eh' Egli succe- 

t^ desse nella cattedra di rettorica nel medesimo Seminario al suo 

u maestro Ottavio Bolgeni: il 5 agosto del 1773. venne nomi- 

ci nato pe» lo stesso insegnamento nel Collegio Mariano , ove erano le 

^ scuole pubbliche di Bergamo. 

•* In questo periodo di tempo coltivò l'amena letteratura, ed è nel 

suo 26^ anno quando volse la sua vasta e profonda mente agli studi 
della filosofia e della matematica. Egli stesso solca dire che i primi 
passi nello studio della scienza esatta gli costarono non poca fatica; 
ma con la pazienza e l'acutezza del suo ingegno vinse felicemente 
tutte le difficoltà. E nel 1778 venne nominato nelle medesime scuole 
di Bergamo Lettore di filosofia, insegnamento che comprendea la logi- 
ca, la metafisica e la fisica ed Egli vi aggiunse quello della matematica 
elementare prima e poi quello del calcolo integrale e difi^erenziale, cosa 
novissima per quelle scuole. Però gl'invidiosi da 'una parte ed i re- 
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trogradi dair altra , avendo Egli osato di andare contro il sistema 
fino allora permanente della cieca devozione ai dettati dello Sta- 
gi r i t a e di aver seguito le orme del Galileo, gli mossero guerra, 
ed il Consiglio, che presiedeva alle publiche scuole di Bergamo, con 
le sue deliberazioni incominciò ad inceppare il libero insegnamento 
di Lui, tanto che Egli fu costretto nel 1786 a rinunziare al suo posto e 
andare a Pavia, ove in quell'Ateneo trovò campo più propìzio al suo 
ingegno (2). Ivi, succedendo all'illustre Paoli, insegnò gli elementi 
di Algebra e di Geometria prima e poi Matematica applicata*, e negli 
anni scolastici 1789-90, 1793-94 ebbe altresì la carica di Rettore. 

Entrate le truppe francesi a Milano il 6 maggio 1796 e chiusasi 
per poco l'Università di Pavia, alla riapertura il Mascheroni fu 
riconfermato alla sua cattedra; nel 1797 fu dapprima eletto alla So- 
cietà di Pubblica Istruzione e poi al Corpo legislativo consulente , il 
quale, promulgata la Republica Cisalpina , presiedette per qualche 
tempo ai publici affari. Nello stesso anno fu dal Bonaparte mandato 
prima in Valle Camonica come Commissario del Direttorio esecutivo 
a stabilire i confini fra' Dipartimenti del Serio e del MeUa , e poi 
nominato fra' Rappresentanti del popolo nel gran Consiglio e ricon- 
fermato per Tanno successivo. 

Avendo il governo della 'Republica francese nominata una Com- 
missione di matematici per studiare un nuovo sistema di pesi e mi- 
sure dedotto dalla grandezza della Terra, il 25 maggio 1798 il Di- 
rettorio invitò a Parigi il Mascheroni per prendere parte ai lavori 
di questa commissione; ed il 17 settembre dello stesso anno Egli si 
recò nella capitale della Francia, ove si acquistò la stima e la bene- 
volenza lion solo dei suoi illustri colleghi della commissione, ma di 
tutti i dotti e scienziati che lo avvicinarono. Ivi però ben presto 
incominciarono pel Mascheroni i dolori che lo condussero alla tomba. 
Entrati gli Austro-Russi a Milano il 14 aprile 1799 e decaduta la 
Republica Cisalpina, Egli si trovò senza gli stipendi che gli veni- 
vano dall'Italia, e fu costretto a cercar di che vivere accettando l'in- 
segnamento della Fisica e della Matematica nel Collegio di Antonio 
Dubois, al quale veniva raccomandato dal Lagrange. V insegnò 4 
mesi, dal 13 ottobre 1799 al 9 marzo 1800 , quando e pel dolore di 
sapere la sua cara patria sotto il dispotismo austriaco e pel diverso 
regime di vita e per la fatica dell'insegnamento gravemente si am- 
malò. Dopo la battaglia di Marengo essendo già stato dal Bonaparte, 



primo Console della Repubblica Fran(9ese, rinominato alla sua cattedra 
nell'Università di Pavia, Egli sperava di guarire presto per ritorna- 
in Italia, ma il male non volle risparmiarlo, ed il 14 luglio del 1800, 
per ostinata malattia di petto, in età di 50 anni, quéìV alma gentile 

Dopo molto affannarsi entro il ano velo 

E anelar stanca su rusoita, alfine 

L'ali aperse, e raggiando alzossi al cielo. 

Mori, scrisse il Mongili, come muore Tuomo dabbene che visse 
per dare esempi di virtù e per accrescere il sacro tesoro delle scien- 
tifiche cognizioni. 

Fu sepolto a Parigi con onori degni di Lui; ma, fatto doloroso, 
oggi ignorasi ove riposano le spoglie mortali del gentile poeta ed 
acuto matematico Bergamasco. 

■ 

Nella Bibliografia mascheroniana del Ravelli trovasi un esteso E- 
lenco delle biografie, elogi e notizie del nostro Autore (3). Altre noti- 
zie bibliografiche si possono desumere dal volume del Fiammazzo e 
dalle opere quivi citate. Senza fermarci in queste notizie daremo 
qui l'elenco delle opere matematiche del Mascheroni con un breve 
cenno su di esse, tralasciando completamente di occuparci delle sue 
opere letterarie e politiche. 

1. Della più bella proprietà della curva isocrona a direzioni con- 
vergenti, ecc. , 

£ questa una breve nota pubblicata il 19 settembre 1782 e dedi- 
cata al matematico Achille Alessandri di Bergamo , ove dimostrasi 
che la curva isocrona tende verso una spirale infinita, la quale fa 
un angolo costante col raggio vettore. £ il primo lavoro di mate- 
matica del Mascheroni. 

2. Nello stesso anno 1782 publicò un opuscoletto intorno alla 
Maniera di misurare rinclinazione dell'ago calamitato (Bergamo, 1782, 
in- 8® con una tav.) 

In quel tempo per misurare l'intensità della forza magnetica in 
un luogo non conosceasi che un metodo inesatto del Muscenbroeck. 
Il Mascheroni suggerisce in questo smo studio di sospendere ad 
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angolo retto V&go calamitato alrestremo inferiore di una verga vèi'- 
ticale di rame e in modo che possa facilissimamente oscillare per la 
diversa inclinazione magnetica in diversi luoghi, o nello stesso luogo 
iti diversi tempi. Disposto allora l'ago nel meridiano magnetico del 
luogo, esso non si mantiene orizzontale, ma un suo estremo s'incli- 
nerà verso il nord e con le sue oscillazioni descriverà una curva 
trascendente, le cui ordinate, come il Maschbroki dimostra, sono 
proporzionali alla forza magnetica. Egli descrive la natura della 
curva, che molta analogia presenta con la concoide di Nicomede e 
coll'epicicloide di Giovanni Bernoulli, ne studia i punti singolari, dà 
la regola per tracciare le tangenti e ne determina la quadratura. 

3. Sulle curve che servono a delineare le ore ineguali degli antichi 
nelle superficie piane. 

Questa breve nota fu la prima volta inserita nel voi. VII degli 
Opuscoli scelti sulle scienze e sulle arti (Milano, 1784) e poi ripubbli- 
cata nella 2^ ed. dell'opera seguente. 

In essa dimostrò esatta l'osservazione anche fatta dall'ab. Sci- 
pione Dehe, che le ore ineguali dei Giudei e dei Romani non deb- 
bano essere segnate su superficie piane da rette; e ad illustrare ciò 
incise una Meridiana sopra un disco di ottone, oggi posseduta dalla 
Biblioteca civica di Bergamo, ove sono tracciate le linee orarie dei 
diversi sistemi antichi. 

4. Niurve ricerche sulV equilibrio delle volte. 

Quest'opera, che viene generalmente ritenuta la principale e per 
la quale ben presto l'Autore salì in fama di valente geometra , fu 
stampata la prima volta in Bergamo nel 1785 (in-4^, con 13 tav.) e 
poi coU'elogio del March. Ferdinando Laudi a Milano nel 1829 (in- 
160, con 5 tav.) 

In essa Egli si addimostra non solo maestro dèlia Meccanica e 
della Geometria degli antichi, ma anche del Calcolo infinitesimale; 
e quantunque l'argomento era già stato trattato da valenti matema- 
tici come Giacomo Bernoulli, il Gregory, il la Hyre, il Lorgna, pure 
Egli si mantiene originale e aggiunge nuove ed importanti verità 
sull'argomento. Considerando che la materia non si può ritenere 
perfettamente rìgida ed ugualmente dura, e che quindi il sottarco 
non è una vera curva di equilibrio, trasferisce questa nella linea che 
passa pei centri di gravità di tutti i cunei componenti la volta, stu- 
dia la superficie d'equilibrio, luogo di queste linee nelle diverse se- 
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zioni verticali e, mediante il princìpio delle velocità virtuali , crea 
la scienza del solido fondamento degli edifizi, esaminando Tequilibrio 
in tutte le specie di volte. 

Per quest'opera si ebbe lodi dai matematici dell'epoca ed il Bos- 
sut scriveagli : « Vous avez trai té dans cet ouvrage un grand n ombre 
« de questions très-intèressantes et très-utiles; et vous y montrez une 
« grande sagaci té à manier Tanalyse. Vous me paroissez destine à 
« honorer votre patrie » . 

5. Nella seconda edizione italiana (Pavia 1787) del corso di ma- 
tematica dell'abate Bossut tradotto dal p. Andrea Mozzone, libro di 
testo in moltissime scuole italiane ed anche quello usato dal M as e he* 
BONI per le sue lezioni di matematica elementare nell'Università di 
Pavia, v'inserì alcune sue note in Appendice, note che vennero poi 
riprodotte, in tutto o in parte, in altre edizioni del medesimo Corso . 
Fra le note trovasi il Metodo di misurare i poligoni piani , che poi 
nello stesso anno a Pavia fu anche pubblicato a parte. 

Quivi insegna a misurare un qualsiasi poligono, convesso o con- 
cavo, senza far uso della risoluzione del poligono in triangoli , de- 
terminando alcuni elementi da altri dati. Alla fine trovasi la descri- 
zione di un traguardo, mediante il quale non solo si ha la misura 
dell'angolo, ma anche il seno ed il coseno di esso. In questo opu- 
scolo oltre la novità sono da ammirarsi l'ordine e la chiarezza, doti 
che del resto riscon trans! in tutte le opere del Mascheroni. 

L'Huilier inseri i problemi e le soluzioni di quest'operetta nella 
sua Polygonométrie, publicata due anni dopo (Ginevra, 1789), senza 
far cenno del matematico italiano. Ciò il Mascheroni nobilmente 
.accenna nella prefazione dei suoi Problemi per gli agrimensori ^ colle 
seguenti parole che trascriviamo, poiché addimostrano il nobile animo 
suo : « Io conobbi nel leggere questo libro (dell'Huilier) non solo che 
« il mio metodo conteneva tutti i suoi problemi » ma inoltre che io 
« nelle soluzioni analitiche presentava le stesse formole e camminava 
« sulle stesse traccie di un autore che aveva stampato il suo libro 
« due anni dopo il mio : ed ebbi in vero meraviglia nel vedermi 
« coincidere in tal modo con quel matematico » . E soggiunge poi : 
« Non ostante ciò, merita ancora il libro di M. l'Huilier , che tu te 
« ne prevalga^ si per l'erudizione, che per le dimostrazioni geome- 
« triche da lui aggiunte » . 

6. Ad noiationes ad calculum integralem Euleri in quibìis non- 
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ntdla próblemaia ab Eulero proposiéa resolveniur, etc. (Ticini, 1790). 

7. Adnotationum ad calculum iniegralem Euleri in quibus non- 
nullcte formitlae ab Eulero propositae plenius evolvuntur. Pars altera, 
etc, (Ticini, 1792). 

Questi due volumetti, ove l'Autore addimostra sempre più Tacu- 
tezza del suo ingegno, hanno lo scopo di risolvere varie quistioni 
proposte dal più grande matematico del sec. XVIII e sopratntto sono 
da notarsi le ricerche intorno al cosi detto logaritmo integrale. 

8. Alla fine del secondo volume della seconda edizione veronese 
delle opere di Wolfio (4) pubblicato nel 1791, vi sono le Adnotationes 
Mascherùiiii in. B. Archigymnasio Ticinensi Mathem. Prof, 

Sono quindici note che tutte si riferiscono alla parte meccanico - 
statica deiropefa. 

9. Problemi per gli Agrimensori con varie soluzioni. 
Quest'opera, che dà un contributo alla geometria della riga, fu la 

prima volta publicata a Pavia nel 1793 (in-S^ con 4 tav.) e poi a 
Milano nel 1802 col titolo: 

Problemi di geometria colle dimostrazioni aggiunte dal cittadino 
Sacchi y capitano in 2, d'artiglieria, eoe, (in-8® con 4 tav.) 

Le dimostrazioni, come lo stesso Sacchi dice nella sua prefazione» 
sono state consigliate dal Mascheroni stesso. 

Della medesima opera a Milano nel 1832 apparve un'altra edi- 
zione col titolo : 

Problemi di geometria colle dimostrazioni del capitano Sacchi, edi- 
zione arricchita coWaggiunta di alcuni problemi ricavati da un esem- 
plare della prima edizione postillata dalVautore (in-16®, con 5 tav.). 

Inoltre quest'opera è stata tradotta in francese da un anonimo 
e publicata a Parigi nel 1803. 

Nella lusinga che anche di questo libro si faccia una nuova edi- 
zione, la quale possa essere studiata dai nostri giovani delle scuole 
secondarie, ne diamo qui un breve sommario. 

L'opera costa di 5 libri. Nel 1^ che comprende l'altimetria, l'Au- 
tore dà dei metodi per misurare la distanza di punti inaccessibili; 
nel 2^ dà dei metodi per la misura degli angoli e per tracciare rette 
ortogonali senza squadra o grafometri; il 3® contiene problemi sulla 
misura di superficie piane o curve e sulla loro divisione in parti che 
stiano fra loro in dato rapporto; nel 4^ espone la sua poligonometria 
già publicata neiropu&coletto di cui si la cenno innanzi (n. 5), gè- 
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neralizzando le forinole per qualunque spazio chiuso da quantesivo- 
gliano rette; nel 5^ infine tratta della misura dei solidi poliedri. 

IO. Nel voi. II (fase, di Giugno, 1795, pag. 185-206) del Giornale 
fisico-medico di L, Brugnatelli, che publicavasi a Pavia, evvi del M a- 
s CHE BONI una 

Lettfira alVUlmtre signor don Annibale Beccaria patrizio milanese^ 
con alcuni problemi geometrici sciolti col cerchio sema la regola, 

E il primo saggio della Geometria del compasso, come l'Autore dice 
nella sua introduzione a quest'opera (v. pag. 6 della presente edizio- 
ne) e contiene fra le altre costruzioni la divisione della circonferenza 
col solo compasso in 24 ed in 120 parti eguali. La prima semplicis- 
sima è stata riportata nella presente opera, la seconda invece com- 
plicata è stata dall'Autore sostituita da altra molto più semplice. 

il. Due anni dopo die alla luce l'opera 

La Geom^etria del compasso (Pavia, presso gli eredi di Pietro Ga- 
leazzi, anno V della Republica Francese, 1797, in-8' con 14 tav.) che 
integralmente ripublichiamo in questa nuova edizione. 

Egli ideò questa opera originale e curiosa (5) che rese presso tutti 
i matematici glorioso il suo nome, per venire in aiuto ai costruttori 
d'istrumenti astronomici, poiché questi pervenivano a dividere la cir- 
conferenza in parti eguali mediante ripetuti tentativi , facendo uso 
anche di scale e di doppi piani, senza però raggiungere la preci- 
sione geometrica desiderata. Egli, n^ediante tre punti fuori della cir- 
conferenza determinati geometricamente, perviene a costruire me- 
diante il solo compasso tutte le possibili divisioni della circonferenza 
senza nemmeno l'errore di un sesto di minuto secondo; ma non sono 
queste le sole costruzioni del libro. 

La risoluzione di qualsiasi proì*lema si può ridurre alla deter- 
minazione di punti, poiché anche quando il problema richieda o 
tracciare una retta o descrivere una circonferenza, quella è indivi- 
duata da. due suoi punti, questa dal centro e da un punto della sua 
periferia; ed i punti richiesti sono sempre ottenuti mediante la mutua 
intersezione di rette e circonferenze. Facendo uso dei due istrumenti, 
la riga ed il compasso, si risolvono tutti i problemi , poiché con la 
sola riga si determina il punto d'intersezione di due rette , col solo 
compasso i punti d'intersezione di due circonferenze e con l'una e 
con l'altro i punti d'intersezione della retta e della circonferenza. 

Il Cardano (6), il Tartaglia (7) ed il Benedetti (8), geometri ita- 




liani del sec. XVI, si proposero e riuscirono nelrintento, di costruire 
tutti i problemi euclidei, cioè di 1® e di 2^ grado, mediante la riga 
ed il compasso di apertura costante, geometria del resto non igno- 
rata dai Greci come rilevasi da un passo di Pappo Alessandrino nella 
sua Collezione matematica, e che già avea destato l'interesse degli 
Arabi, come risulta da un Libro di costruzioni geometriche di Abù M 
Wafà (9); il Poncelet (10) e lo Steiner (11) han poi dimostrato che i 
detti problemi possono 'altresì essere costruiti con la riga e con una 
circonferenza fissa di noto centro nel foglio di disegno. Il Brian- 
chon (12) invece al principio del sec. XIX ha coltivato un altro ramo 
della Geometria, proponendosi la risoluzione di alcuni problemi me- 
diante Tuso della sola riga. Pria del Brianchon si occuparono però 
della Geometria della riga, avendo specialmente di mira i problemi 
pratici che interessano gli agrimensori e gli artiglieri, quei problemi 
cioè che si propongono di eseguire sul terreno diverse operazioni 
geometriche, come misurare distanze , tracciare parallele, ecc., lo 
Schooten (13), il Lambert (14), il Servois (15), ed il nostro Masche- 
roni nell'opera qui precedentemente accennata (v. n. 9). Inoltre la 
Geometria della riga, la quale si collega alla Geometria proiettiva 
che pone fra tutte le linee in evidenza la retta, fu molto coltivata 
nel secolo or ora spirato da una schiera dì valenti geometri di tutti 
i paesi (16). - 

Ancora il Coatpont in un articolo publicato nel 1877 nella Non- 
velie correspondance nfuxthématique ha concepito la riga sotto un altro 
aspetto. 

Egli dice: « Je définis règie une lam,e ofPrant deux còtés rectili- 
« gnes et paralléles, permettant de tracer des parallèle» équidistantes)» , 
fondando così un nuovo ramo della Geometria, la Geometria della 
riga piatta (17). Non possiamo qui per i limiti prefissici dare più 
ampie notizie intorno a queste branche della Geometrìa , ma consi- 
derando l'utilità, che di tali studi ne ricaverebbe specialmente l'in- 
segnamento della matematica elementare nelle scuole medie, faccia- 
mo voti che qualche valente cultore delle discipline geometriche vo- 
glia scrivere un'opera per i nostri giovani, studenti, dalla quale essi 
apprendano le costruzioni dei problemi euclidei coi diversi istrumenti 
di cui si possa fare uso. 

Il Mascheroni in quest'opera, ammirata anche dal non fa- 
cile ammiratore Steiner, risolve, facendo uso del solo compasso, tutti 



i problemi euclidei con ingegnóse costruzioni e risolve ancora con 
grandissima approssimazione diversi problemi di ordine superiore 
alla Geometria elementare propriamente detta, i quali esigono Tuso 
di altre curve oltre la circonferenza. 

Se le sue dimostrazioni, con il continuo richiamo alle proposi- 
zioni di Euclide, del resto unico testo allora di Geometria elementare, 
riescano qualche volta pesanti e potrebbero essere oggidì semplifi- 
cate, le sue costruzioni sono sempre elegantissime e spesso più sem- 
plici di quelle che ordinariamente si fanno adoperando e riga e 
compasso : di ciò il lettore può facilmente persuadersi adoperando 
p. es. il metodo della Geomeotrografia del Lemoine (18) per determinare 
la semplicità e l'esattezza di una costruzione geometrica. E « non vi 
« è dotto geometra che anche oggigiorno, dopo quasi un secolo di 
« avanzamenti in questa scienza , non possa studiare l'opera del 
«Mascheroni senza ricavarne buon frutto (19) ». 

Il Mascheroni dedicò il volume a Bonaparte l* italico cori 
breve poesia, e a lui lo presentò a Mombello, ove Napoleone, scon- 
fitto il nemico, erasi ritirato il 17 maggio 1797 intento ad ordinare 
la Bepublica Cisalpina. 

Il giovane Generale, sollecito sempre di far stupire il publico 
sia nelle piccole che nelle grandi cose, volle egli stesso partecipare 
le nuove costruzioni geometriche al Laplace e al Lagrange, come 
leggiamo nel Moniieur del 20 Ventoso, an. VI (10 marzo 1798; f. 170 
p. 684) in occasione dell'annunzio della traduzione francese di que- 
st'opera fatta da Antonio Michele Carrette : « Les géométres fran- 
« (jais n'avaient pu se procurer ancore ce savant ouvrage de M a- 
« scHE^ONi, déja celebre dans la carrière des sciences mathéma- 
« tiques par un profond commentaire sur le calcul integrai «d'Euler. 
« Bonaparte le ftt connaitre, il y a environ deux mois, à Laplace et 
« à Lagrange qui con^urent la plus favorable opinion de ce nouveau 
« genre de geometrie». Nello stesso giornale è accennata la mera- 
viglia destata l'il Dicembre 1797 all'Istituto dal Bonaparte, il quale 
propose a quei matematici alcuni problemi della Geometria del com- 
passo e si legge che il Laplace non seppe dare altra risposta che : 
« Tutto ci aspettavamo da voi, generale fuorché, lezioni di matematica» . 

II celebro matematico ed astronomo Delambre , segretario per- 
petuo dell'Istituto, francese per la parte delle scienze esatte, nel rap- 
porto generale che fa all'Imperatore Napoleone sui progressi della 
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matematica dal 1789 al 1808, pur essendo parco lodatore degli stra- 
nieri, accennando l'opera del Mascheroni cosi si esprìme: « La 
« geometria antica non ammetteva nelle sue dimostrazioni se non 
« quello che può eseguirsi mediante la riga ed il compasso. M a s e hb- 
« RONi più severo ancora volle escludere la riga. Vi è certamente 
« da rimanere grandemente meravigliati del gran numero di nuove 
« ed acutissime proposizioni ch'Egli ha saputo trovare in un argo- 
« mento apparentemente esaurito. I suoi principali teoremi erano 
« stati portati in Francia col Trattato di Campoformio dal vincitore 
« e pacificatore dell'Italia. Nacque nei dotti francesi il desiderio di 
«conoscere per intero l'opera di Mascheroni e ben tosto ne fu 
« publicata la traduzione » . 

La traduzione francese fu fatta, come abbiamo innanzi accen- 
nato, dal Carette e publicata a Parigi la prima volta nel 1798 ed 
una seconda volta nel 1825. Anche in Germania se ne fece una tra- 
duzione tedesca dal Gùson, publicata a Berlino nel 182&. 

La bibliografia della Geometria del compasso non è punto ricca. 
Oltre le due edizioni della traduzione francese e l'edizione della tra- 
duzione tedesca dell'opera del Mascheroni, abbiamo alcuni 
rimaneggiamenti deir opera medesima (20) e due note l' una del 
Dubouis nel Journal de Math. (t. XXII , 1892) e 1' altra del pro- 
fessore G. Cesàro nelle Mémoires de la société roycde des sciences 
di Liège , nelle quali si dimostra la possibilità di risolvere i pro_ 
blemi elementari col solo compasso , ignorando l'opera del Ma- 
8 CHERONi. Abbiamo poi un breve studio dell'Adler (21), il quale 
dimostra lo stesso mediante il principio della trasformazione per 
raggi vettori reciproci. Un' applicazione degna di nota Hel meto- 
do di Mascheroni è la divisione della circonferenza in 17 parti 
eguali ottenuta recentemente dal Gerard (22) col solo compasso, di- 
visione che già il Klein diceva certamente possibile (23). Non si può 
quindi dire che « le ricerche compiute dall'autore della Geometria 
« del compasso, abbiano gran che fornito ai geometri occasione di 
« spingersi a studi ulteriori sull'argomento. È un male, perchè questo 
« genere di ricerche non solo potrebbe condurre a risultati interes- 
« santi come curiosità scientifica , ma potrebbe anche rendere un 
« buon servizio nel campo didattico » (24). Forse a ciò avrà contri- 
buito la rarità dell'edizione dell'opera de) M ascheroni, ed è per- 
ciò che siamo stati spinti n ripublicarJa. 
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12. Segaitiamo Venumerazione delle opere del Mascheroni. 
Notizie generali del miovo sistema dei pesi e misure dedotte dalla 

grandezza della Terra (Milano, 1798, in-8°). 

Cesare Beccaria fin dal 25 gennaio 1780 avea presentato una 
relazione al Magistrato Camerale per lo Stato di Milano per la uni- 
formità delle misure di lunghezze, proponendo di dividere le dette 
misure in frazioni decimali; ma la proposta dell'autore del celebre 
libro Dei delitti e delle pene rimase inascoltata fino a quando il Con- 
siglio legislativo della Republica Cisalpina Vìi marzo 1798 non ap- 
provò di eleggere una speciale Commissione per statuire un sistema 
decimale di pesi, misure e monete analogo a quello della Republica 
Francese. Fra' Commissari eravi il Mascheroni, il quale, per 
rendere accetto al publico il nuovo sistema, spiegandone tutta Tuti- 
lità pratica, publicò detto opuscolo, che gli procurò l'onore di essere 
chiamato fra' delegati della Republica francese e degli Stati alleati 
o neutri nella Commissione che dovea stabilire le nuove comuni mi- 
sure; onore ch'Egli pagò con là morte. 

13. Nel voi. IX delle Memorie di Matematica e Fisica della So- 
cietà Italiana delle scienze, (Modena, 1802) trovasi inserita un' opera 
postuma del Mascheroni dal titolo 

Spiegazione popolare della maniera con la quale si regola Iranno 
sestile o intercalare ed il cominciamento delVanrvo RepublicanOy ch'egli 
avea mandato il 24 Germinale an. VII (13 aprile 1799) al Serbelloni, 
ambasciatore della Republica Cisalpina presso la Repubblica Francese. 

Di questo studio il Reullier cosi scrivea al Serbelloni : « Cet ou- 
« vrage m'a paru intìniment propre à rendre familieres ces idées na- 
« turellement abstraites. Il ne peut à mon avis qu' étre très-utile à 
« l'Italie, et fai re honneur à son Auteur » . 

* * 

Morto il Mascheroni, i numerosi suoi manoscritti esistenti 
a Parigi furono consegnati al fratello Giuseppe e da questi vendut i 
nel i819 al dotto bibliofilo avv. Aloisio Fantoni di Rovetta, il quale 
con venerabile affetto li ordinò, legandoli in volumi. Morto nel 1874 
il Fantoni, gli eredi ne proposero la vendita ed il D.r Vincenzo 
Barca ne facea l'acquisto; morto questi i preziosi volumi passarono 
alla di lui erede la Signora Chiarina Barca-Albani. 



iti [UAnoBcrilti farono per [avito dal Pancaldi, Ministro degli 
;«ri della Repnbllca Cisalpina, la prima volta esaminati dal 
istronomo dell'Osservatorio di Milano ab. Barnaba Orianl, il 
cera voti che venissero publicati < due studi che contengono 
iato sulte misure delle Piramidi triangolari e una Memoria 
effrazione di alcune formule per mezxo delle serie convergenti, 

queste opere servirebbero ad ìlla§trare semprepiù il nome 
omo che onorò la Patria e l'Italia w' suoi talenti > (35). 
avelli nella sua Bibliografia fa l'elenco degli scritti di questa 
-accolta, che comprende « ben 38 volumi antograH, parte in 

in^" od in-S",» come pure l'elenco di altri autografi del 
ERO NI. Più e più volte furono fatti voti che questi scritti 
) publicati, ma fin'oggi invano, non ostanta che l' illustre 

Riccardi nella nota innanzi accennata scrivesse fin dal 
Fra le opere matematiche , ormai secolari , pubblicate da 
italiani, le quali conservano ancora un assoluto merito scien- 
! letterario, ed un pregio bibliografico non comune, sono da 
.rsi quelle del valentissimo geometra Lukenzo Mascheroni >. 
le a noi ci sia permesso ancora una volta di far voti che 
te sia reso al Mascheroni il meritato tributo di riconoscenza 
. sua publicando i suoi scritti inediti., 

che tanto onorò la patria, ha diritto che i suoi conclttadibi 
ino in oblio il frutto del suo ingegno, 
icchie delle opere di matematica del Mascheroni trovansi cì- 

testi di lingua nel Vocabolario della Crusca e fra esse è 
a^nche la Geometria del Compasso. 

di finire questi appunti sulle opere matematiche del Ma- 

sentiamo il dovere di rendere sentiti ringraziamenti all'i] 
ottore A, Monti, Professore dell'Ateneo di Pavia, Il quale 
< ci forn] dei dati bibliografici, ma gentilmente ci mandò una 
a del Ma8G1iero.ni, dalla quale è presa l'effigie del raatema- 
ramasco che vedesi in questa ristampa. Questa fotografia è 
,1 ritratto dell'Autore che trovasi in fronte all'elogio di Lui 
al march. Ferdinando Landi nel 180i riprodotto ancora nel 
che il prof. Fiammastzo publicò in occasione del primo cen- 
della morte di Lorenzo Mascheroni. 

Prof, fiutano Fazzarì, 



fi) Aloani biografi, fra' quali il Savioli ed il Mangili pongono la na- 
scita del M. il 14 maggio e il 14 marzo, mentre essa avvenne il 13 maggio. 
Vedi Fi ammazzo, Nel XIV luglio XCM Primo centinario della marte di 
Jjorenso Maccheroni [Bergamo 1900, pag. 78]. 

(2) Il Mascheroni stesso così più tardi scriveva al riguardo: 4; le fi^lo- 

<L sofie si giudicavano, non so perchè, piuttosto perniciose che altro : quindi 

€ parcamente si volevano insegnate in questi ultimi anni : e so che per usare 

4 una vecchia macchina elettrica... il lettore doveva ogni volta che V avesse 

4 voluta adoperare, presentare una supplica a' suoi superiori. Si era fatta legge 

« al mio tempo che assolutamente non s'insegnassero le sezioni coniche. Si era 

< ingiunto di spiegare sempre in latino fino gli elementi di Euclide » [F i a m- 

mazzo, 1. e, pag. 83]. 

« 

(3) Bibliografìa mMseheroniana ossia catalogo hibliografì^o delle opere a 

stampa dell'abbate Lorenzo Mascheroni con un elenco dei suoi manoscritti per 
Giuseppe Ravelli [Bergamo, 1881, pag. 81-84], 

(4) Christif^ni Wolfii — Etemsnta Matheseos universae; editio secunda 
veronensi-Veronae Haeredum Marci Moroni, 1788-1798, voi. 5, in-4. 

{5) Così la giudica lo Chasles in una nota a pag. 214 della sua Aper^u 
historique sur l'origine et le développem,ent des méthodes en geometrie. 

(6) Nell'opera De subtilitate [Basilea, 1553], lib. XV, pag. 434-440. 

(7) Nel General trattato di numeri e misure (Venezia, 1560), 5* parte, libro III. 

(8) Nel suo trattato : Resolutio omnium, JBuelidis problematum aliorumqvs 
ad hoc necessario inventorum, una tantum modo circini data apertura (Vene- 
zia, 1553). 

(9) CantoT, Vorlesungen uber Oeschiéte der Mathematik [2. Auf., voi. I., 
1894, pag. 421 e 700]. 

(10) Nel suo Traile des proprietés projeetives des fìgures [Parigi, 1822]. 

(11) Nel suo celebre volumetto publicato la prima volta nel 1833^ Die geo- 
metrisehen Constructionem, ausgefuhrt mittelst der geraden Linie und eines 
festen Kreises (Gesammelte Werke, Berlino, 1881). 

(12) Geometrie de la rhgle (Oorrespondanee sur V Scole polyteeniqne , t. II, 



8), ed anaaT& Meoioire tur l'appticalion de la Ikeorie da tranmtrtaìet 

1832). 

&MreUalÌonnm ntathciHaliearvm, liber 11. (LugdanivBBlATia, 1656). 
I Frtit Ptrtpeetitg (2- ed. 1773). 

I SaiutÙHU ptu eoniiuM de differenti proòlimet de geometrie pralique 
1805). 

I Sull'argomento veggaai G. de Longobamps, £b(ai tur la Seome- 
la rigle et de i'equerre ed inoltre i due artiooli a e 10 l'ano del pro- 
A. aiaoDininl, l'alliv del prof, Q, CastelaiioTo nelle Quetiioni 
'anti la Oeometria eUmenlare, raeeoUe e coordinate da F. Enriques 
a, 1900). 

Per l'uso della riga piatta nelle costruzioni dei problemi geometrlei 
, ultre l'opera del de LonKobampB e l'artìcolo del pruf. A. 6 i a- 
1 1, glb citati, l'opUBcDlo di A. T u m m sr e 11 u, Im Geometria della riga 
IO, 1900); la monografia del D.r C. Harengbi, Geometria della riga 
irli paralteli (nel BoUellino di mal. e di eeieme fiti«Àe e nutl, an. II, 
\, 1901) ed ancora la nota di A. Tummarello, Za Parallelometro- 
[aeì Pitagora, an. VII, Palermo, 1901). 

Per questo metodo veggasi la nota del prof. E. Numei, La Geome- 
a di Lemoine o l'Arte delle eoiiruxioni geomelrieht ili Pitagora, an. IV, 
, 1898). 

Queategladiiiolegi^Bineirartioolapublioato dall'illustre prof. Pie t r<> 
, r d i . Per una completa collezione delle opere matomatiohe di Lorenzo 
roni Bollettino di bibliogr. e storia delle scienze mat. e ftsioa , Boma, 
:, 1886). 

I Frisobauf, Die geomeirÌ»ehen Con»tructlonen ton ÌUatelieroni und 
[Granz; 18A9]; Hult. Die Mmeìieroni ' teh^i Ca)^(r•«c(io»e» (Halle 
G. Daniele, Sulla ritolueione dei problemi geometri col compatto 

nelle tHuetlioni eoo. di Enriques]. 
I Adler, Zur TKeorie der Mateheroni' tchen ContlTuctioaen [Wiener 
e, 99, 1890). 

< Questa costruzione del .G ér a r d trovasi nu Math. Annaìin, 18, 1897. 
anohs riportata nell'art, di E. Daniele. Sulle coitruiioni dell'cllade- 
regolare [pag. 411 delle Qtieelioni eoe. di Enriques]. 
I Klein, Om^erenee eopra alcune qtuelioni di Geometria elementare, 
s dal pr<^. F. Giudice [Torino, 1896, nota pag. 29]. 
I E. Daniele, Sulla ritoluiione eoo. (I. e, pag. 390. 
I Vedi la lettera dell'Oriani publioata dal Fiomiuazzo, I. a„ pag. 73, 74. 



A BONAPARTE L' ITALICO 



Io pur ti vidi coir invitta mano, 

Che parte i regni, e a Vienna intimò pace, 
Meco divider con attento guardo 
Il curvo giro del fedel comparso. 
E te pur vidi aprir le arcane cifre 
D' ardui problemi col valor d'antico 
Geometra Maestro, e mi sovvenne 
Quando Valpi varcasti Annibal novo 
Per liberar tua cara Italia, e tutto 
Rapidamente mi passò davanti 
Vanno di tue vittorie, anno che splende 
NelVabisso de' secoli qual sole. 
Segui l'impresa, e colV invitta mano 
Guida alV Italia tua liberi giorni. 
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Il primo pensiero, che mi invitò a tentare le strade ntwve di questa 
Geom0tria del Compasso, fu questo: mentre si trovano tante cose nuove 
progredendo nelle matem^JiticJie , non si potrebbe forse trovare qualche 
luogo cmcora incognito retrocedendo f Finora le più semplici soluzioni 
della geometria sono state giudicate quelle , che altro non impiegarw, 
che ìL compasso e la riga; ossia, ciò che è lo stesso, la retta, che è la 
più semplice tra le linee, e il cerchio, che è la più semplice fra le curve. 
A qìiesti due strom,enti, per così dire, de' problemi, che un tempo de- 
terminavano e costituivano la geometria elementare , furono aggiunte 
in progresso le curve coniche ; quindi le superiori al secondo grado e 
le trascendenti di varie spezie. Si sono continuate ad arricchire queste 
profonde indagini geometriche coi nuovi soccorsi dM algebra sì finita, 
che infinitesima a tale , che ormai que ' ritrovati , i quali dapprima 
parvero maravigliosi agli antichi^ e degni de * sagri fizj di Talete e di 
Pitagora, sono l'appannaggio dei fanciulli dei nostri giorni. Or dissi: 
non potresti tu ritrocedere dagli elementi , come da una linea di de- 
marcazione, e cercar qualche cosa rimasta (uldietro a guisa di trascu- 
rata f È egli vero che i problemi elementari d'Kaclid'i^sieiw della più 
semplice costruzione P O non si potrebbe l'elemento m itematico risolvere 
ne' suoi elementi fondamentali riga e coìnpasso, a guisa di chi ha se- 
parata l'acqua in due arie, e qualche aria pure stimata semplice, in 
due altre sostanze? A questo punto m'avvidi , che non potetìdosi far 
uso della riga sola se non per condurre una retta; si poteva però forse 
far v^o del solo compasso non per descrivere ^solamente un cerchio , o 
un arco d'esso; ma descrivendone più con più centri, e con diverse 
aperture, trovare per via delle loro sezioni mutue più punti, che fos- 
sero utili, e appunto i cercati di posizione in qualche problema. 

Fin qui conobbi, che questo era un ram^o finora non coltivato per 
nulla dai matem^ici, e che soluzioni di simil genere ottenute per av- 
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ventura col solo compasso sarebbero siale per la loro costruzione più 
elementari di ogni altra. Ma due cose mi trattennero per poco di ac- 
cingermi a tentar nulla per questa via. Ixi prima fu il pensiero : guai 
prò ne verrà se tu arrivi a trovare c^l solo compasso que' punti, che 
altri hanno già finora trovati con esso e colla riga ? La seconda era il 
timore, che da principio sembrommi l)en ragionevole, che anzi che avere 
vantaggio da miei tentativi, fossero pure coronati dalVesito; avrei avuto 
discapito. Le costruzioni col solo compenso per trovare i punti della 
geometria elementare sarétìbero state complicate a più doppj sopra le 
già conosciute, nelle quali interviene la riga. Avrdìbe dunque la teoria 
mancato d'eleganza, e la pratica di precisione. Sicché, io era al procinto 
d'abbandonare l ' impresa . 

Mentre io era così irresoluto, m* accadde di rileggere la maniera 
colla quale Graham e Bird dividevano in Inghilterra i loro grandi 
quadranti astronomici (Eucyclop. Method. Artici, quart de cercle 
murai). Il quadrante di Graham fatto da lui per Greenwich non solo 
si dice aver servito di modello alla maggior parte di quelli che si sono 
fatti dopo ; ma vien considerato ancora per la sua precisione dagli 
astronomi per uno de ' migliori , che siansi mai adoperati nell ' astro- 
nomia, fino all'epoca dei quadranti di Ramsden. Ora vidi che la di- 
visione di quella celebre macchina, abbandonata affatto la riga, fu ese- 
guita col solo comparso. E interessante la descrizione del metodo im,- 
piegato in quella lunga ed ingegnosa operazione. Io non entrerò quia 
dire le ragioni , per le quali la riga ne fu esclusa. Le indovineranno 
facilmente tutti quelli, che hanno perizia di simil genere di lavori. Per 
accennare in generale i vantaggi, che ha il compasso sopra la riga, 
qualora si tratti di una descrizione precisa di linee , che non debbano 
temere l'esame del microscopio, basta avvertire, che trattandosi special- 
mente d 'una riga alquanto lunga, è quasi impossibile eh' ella sia così 
diritta, che ne garantisca per tutto il suo tratto della posizione a luogo 
de' punti, die in essa sono. E sia pur essa rettissima. Sanno i pratici, 
che U dovere strisciare lungo essa colla punta che segna , porta seco 
una incertezza di parallelismo nel moto dell' as^e di questa punta , o 
di perfetto adattamento allo spigolo, che rende spesso inutile la sua 
massima perfezione. A queste due difficoltà non va soggetto il com- 
passo. Qualora esso sia fermo nell'apertura, e finissima) nelle pulite; 
centratane una immobilmente, il che non è difficile, l* altra scorreìido 
segna da sé un arco così preciso ed esatto, che nulla più. 



JSTeZ leggere quétta descrizione avvertii , che Graham ebbe qtcattro 
incomodi. Il piHmo fu , ohe dovette operare per via di tentativi. Pre- 
scindendo dall'arco di sessanta gradi, che fu da lui determinato col 
raggio del cerchio; tutte le sue soddivisioni furono eseguite tentando: 
Gli Antichi non hann^ somministrato mezzo di dividere la circonfe- 
renza, di un cerchio col solo compaio , altro che in sei ; questo viene 
esposto e dimAystrato. nella proposizione decimaquinta del libro quarto 
d' Euclide, Non potè dunque Graham ottenere precisione geometrica, 
fuorché in un punto. 

Il secondo incomodo fu la perdita di tempo , che necessariaménte 
si consuma anche dai più abili nei tentativi. 

n terzo fu l 'aver dovuto impiegare due piani; uno, sul quale fare 
le prove; l ' altro , sul quale trasportarne i risultati , che era lo stesso 
piano del quadrante. Ciò si fece da lui per non guastare colle prove 
sul quadrante la superficie del lembo. 

n quarto fu l'aver dovuto eseguire dus divisioni di diverse specie. 
Siccome la divisione del quadrante in novanta gradi portava seco le 
soddivisioni di un arco in tre, e in cinque parti, e i tentativi di queste 
soddivisioni riuscivano imperfetti per la troppa accumulazione di er- 
rori ; si volle da lui eseguire un'altra divisione del quadrante stesso 
accanto alla prima, la qìiale non procedesse, che per via di bisseiioni. 
Diviso dunque l 'arco di sassanta gradi in due parti, ed avuto l '■ arco 
di trenta, e quindi il quadrante diviso in tre parti; colle soddivisioni 
per due si ebbe in seguito la sesta, quindi la duodecima parte ecc. fino 
a che tutto il quadrante restò diviso in parti novantasei. Essendo questa 
la divisione, che meritava più fiducia; l' altra divisione in novanta 
gradi , che era pur quella , che doveva immediatamente servire agli 
Astronomi , si confrontò , e si corresse sopra questa via d ' una tavola 
calcolata all'uopo. 

Tutti questi incmivenienti furono forse la cagioìie , per la quale 
BiRD si appigliò ad un altro metodo per dividere i suoi quadranti. 
Egli determinava gli archi per via delle Im^o corde, che prendeva sopra 
una scala di parti eguali. Ma nemmeno questa seconda maniera è li- 
bera d' imperfezioni ; poiché in primo luogo manca di precisione geo- 
metrica; ed in secondo luogo trasporta sul quadrante le inesattezze, che 
trovar si potessero, nella scala. • 

La considerazione dell' importanza degVistr omenti astronomici mi 
richiamò Id mente a guardare il mio progetto della Geometria del Coro- 
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ptMO sotto un punto, di vista più favorevole. Cominciai a credere, che 
avrei fatto molto, se avessi potuto dividere ìa circonferenza col solo 
compasso in più parti , che in sei. Quanto più avanti avessi potuto 
spingere la soddivisione, e quanto più questa fosse stata concorde colla 
divisione del quadrante in novanta gradi; tanto maggior servizio avrei 
prestato agli artefici d* astronomia. Avrei procurato loro la precisione 
geometrica; avrei risparmiato loro il tempo de' tentativi, il doppio ge- 
nere di divisioni, la necessità di due piani, e l'usò non affatto sicuro, 
e non geometrico delle scale. 

Mi restava solo il timore, che anche trovandosi per avventura 
questo nuovo metodo, non Huscisse poi complicato, e lungo a segno di' 
non essere più abbastanza opportuno per l ' uso, M' accinsi ali * opei^a. 
Vedendo, che l'applicazione dell'algebra alla geometria non m'assistiva 
molto in simil genere di ricerche, m'aggirai per altre strade quasi 
semplicemente geometriche, che io qui indicherei se giovasse; ma siccome 
io non ho tenuto gran fatto una traccia costante nel mio cammino , e 
devo molto all'accidente, che dopo var^j andirivieni di ripieghi diversi, 
m 'ha presentato, e non sempre così p>*ontamente il risultato eh 'io bra- 
mava, così non ne dirò nulla. Forse altH potrà speculare un filo in 
questa dottrina, che conduca pei* ordine da un problema all' altro , e 
che se si fosse scoperto da principio , avrebbe facilitata ed abbreviata 
l 'invenzione. 

Il primo saggio della mia riuscita V indirizzai due anni fa con 
una lettera inserita nel Giornale Brugnatelli all' eccellente artista il 
cittadino Annibale Beccaria, allora patrizio milanese, ed ora muni- 
dpalista e socio dell'istruzione pubblica, il quale all'esser fratello del 
celeberrimo autore de' Delitti e delle Pene aggiunge la gloria vera 
e propria d' eseguire , qualoì^ gli piaccia, finis,Himi stromenti di mate- 
matica. Quel mio saggio coììsisteva nel metodo di dividere la ciixmife- 
renza in ventiquattro parti coli' ajuto d' un solo punto preso fuori di 
essa, Ija costruzione di questa divisione è la più semplice, che si possa 
sperare, e Vho ritenuta; l'altra in cento venti, che vi esposi, era troppo 
complicata; ora ne ho trovata una molto più breve, e tale, che la credo 
la brevissima, F' aggiunsi una spedita costruzione per avere le radici 
quadrate dall'uno sino alle dieci , che ho pur qui ritenuta. Gli altri 
problemi esposti' in quella lettera siccome complicati , o di poca appros- 
simazione, qui .sono omessi. 

Ora io sono giunto , come si vedrà dal libro , a dividere pronta- 



inente la circonferenza in dìigento quaranta parti con esattezza geome- 
trica per via del solo compasso e non adoperando altro che tre punti 
presi fuori della circonferenza stessa. Ciascuna di queste parti riesce 
di un grado e mezzo della divisione usata fin qui in gradi trecento 
sessanta. Divido , qualora piaccia , ogni arco in due. Ciò geometrica- 
mente. Per via di approssimazione divido la circonferenza col solo 
mezzo di qu^ei tali tre punti in gradi e quarti di gradi senza V erróre 
dhina scosta parte di minuto secondo. Cogli stessi tre punti divido pure 
in minuti primi stando sempre al di sotto delVerror d*un secondo. Che 
di questa precisiofte possano essere contenti gli astronomi, mi ha lusin- 
gato a crederlo il leggere , che nemmeno gli artisti più celebri sieno 
passati oltre. 

Ma non mi sembrava aver fatto abbastanza se non serviva colle 
mie teorie anche alla ntuyva divisione del cerchio. È noto che i Fran- 

m 

cesi felici di avere nel seno della loro repubblica geometri primi nel- 
r universo , secondando i loro consigli , hanno finalmente appagato i 
lunghi desiderj dei dotti col sanzionare in tutte le arti la sola divisione 
decimale. Questa divisione forse lentamente in altre provincie per l'urto 
dei pregiudizi, e più per la riazione dell' inerzia , ma invincibilmente 
col tempo pì^enderà piede dovunque abbia luogo qualche amore alle 
scienze , o un ben inteso interesse di commercio. Una delle divisioni, 
che dovevano riuscire più difficili ad alterarsi era quella della circon- 
ferenza del cerchio tra per l'antichità della divisione in 360, e soddi- 
visione^ in 60 ricevuta dalle nazioni tutte; e per la fatica neccessaria a 
rifar le tavole trigonometriche in qualunque nuovo sistema. Ma l'energia 
d'una grande nazione che si rigenera, ha vinto tutto. Fissate quattro- 
cento parti, gradi nella circonferenza , acciò il quadrante ', che è il 
fondamento della trigonornetria , resti diviso in cento , e ciascuna di 
queste centesime suddivisa in cento, e così via via; si sono già calcolate 
e stampate le tavole dei seni naturali, e artifiziali di quelle; e perchè 
nulla manchi ad assicurare , ed accrescere la precisione de' numeri, 
cospirò la nuova scoperta de' Francesi di stampare con caratteri sal- 
dati in piombo; e si han già tra mano queste nuove tavole di tale edi- 
zione chiamata stereotipa eseguita da Firmino Didot. Più: se n'aspet- 
tano altre copiosissime con gran numero di decimali , che si stanno 
preparando sotto la direzione del celebre Prony da una moltitudine 
di attivissimi calcolatori. Tutto ciò mi spinse a cercare un metodo al- 
meno d' approssimazione per dividere la circonferenza in tali nuovi 
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gradi e minuti, e m' è riuscito col minisiero di qué* soli tre punii éfa- 
vere con abtkistanza pochi giri di compasso questi gradi e minuti cen- 
tesimali senza il piccolo error d'un secoìido. 

Se nuli' altro si fosse fatto, si sarebbe non ostante raccomandato 
abbastanza il maneggio del puro compasso. Ma strada faceìido ho tro- 
vato non esserci prvble,ma di geometria elementare , che col compasso 
solo non si potesse risolvere; in questo senso cioè di trovar tutti quei 
punii , che si richieggono nel problema per la posizione e determina- 
zione delle rette , che v'abbisognano. Questo interessava la teoria. Ho 
vohito esaurire l' argomento ; dare tutti gli elementi a tal uopo , e di- 
mostrare che tutti i punti che Euclide o altri elementaristi trovano col 
.sussidio del com^passo e della riga congiunti; col solo primo stromento 
trovar Si possono. 

Non tutti i problemi elementari sciolti col solo compasso hanno 
un'aìjòastanza semplice costruzione. Ardisco però dire che la maggior 
parte dei più necessarj son brevi e succinti a segno , che chi vorrà ri- 
solverli nella praticai, troverà meglio se^^nrsi del sol compasso per tro- 
varne i punti fondamentali , iHpudiando la riga ; le vie che propongo 

nel libro giustificheranno quanto dico. 

Io n&ìi indicherò qui tutti que' Problemi di simil genere ^ che mi 
sembrano di qualche importanza. Eccone non ostante alcuni. Se si 
volavi trovare col compa.Hso .solo il centro d'un cerchio; si avrà con 
pochi tratti speditamente. Egualmente si avranno le teì^ze, e le quarte 
proporzioìiali; non dico le medie. Chi vorrà costruire poligoni regolari 
rum solo entro o intorno a cerchj dati, ma sopra ba.si date; ne avrà il 
mezzo facile nel compasso (1). Chi vorrà trovare radici quadrate di 
numeri, cioè duplicare , o moltiplicare comunque di area quadrati , o 
cerchi, o figure simili di qualunque specie; lo farà presto per via del 
compasso. E tutto ciò con geometrica precisione; essendone capace la 
natura di tali problemi. Per approssimazione poi chi vorrà aver^ 
lina lunghezza eguale alla circonferenza d 'un cerchio, o un arco eguale 
al raggio, o un quadrato eguale od un cerchio, o un cerchio eguale ad 
un quadrato, o un cubo eguale ad una sfera, o mia sfera eguale ad 
un cubo,, o un cubo doppio d'un altro, o triplo, o quadìtiplo; pot ratio 
avere impiegando sezimii d'archi, os.sia determinando sempre non con 



(1) G-li architetti militari vi troveranno forse molte coae a proposito degli usi loro. 
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altro che col compasso ta lunghezza di que * lati a di quei raggi , che 
abbisogìiano alle richieste fig^ire. 

Ecco iti breve quanto forma la Geometrìa del Compasso, che presento 
al pubblico. Quanto alle dimoiitrazioniy ho studiato di farle geometriche 
ali ^ antica. Questo m* è parso piti proprio della natura de' miei prò- 
blemi, e più breve. Dovunque geometricamente erano per riuscir troppo 
lunghe, ho scorciato il cammino col calcolarlo. Ho dunque servito ad 
un tempo alla brevità, alla chiarezza, ed all'eleganza quanto ho potuto 
farlo. Ho citato Euclide il gran maestro degli elementi. Dove occorrono 
proporzioni, i numeri delle proposizioni eh' ix) cito, son quelli del Tacqubt. 
» La ragione di dò è, che questo libro è più nelle mani di tutti, che 
r antico testo d'Euclide. Ho posti in carattere più grande i paragrafi, 
che serviranno maggiormente agli artisti. Chi ne vuole la dimostra- 
zione, deve leggere tutto il libro. Chi non vuole che la parte pratica, 
potrà omettere quanto è .stampato in minor carattere. Ciò lo faranno 
gli artisti; lo farà chi non vuole che divertirsi col compasso. (1) A qt^esto 
genere di divertimento ho assegnati molti problemi traiti da Pappo, 
dall 'OzAìiAM, dal Simpson e da altri, che ho messi nel libro undedmo. 
Ecco tutto ciò che io aveva a dire a' miei lettori sopra questa Geometria 
del Compasso, che loro presento, la quale per la costruzione de* suoi 
problemi è la più semplice e la più elementare geometria che aver si 
possa; e che da nissuno finora, ch'io sappia, s'era toccata. 



(1) Essendo lo scopo di qnesta ristampa principalmente didattico, abbiamo creduto 
di non fare nel testo la detta distinzione, e tutto il libro è perciò stampato iu un unico 
corpo di carattere. • 

Noti dtirEditort 



LIBRO PRIMO 



PBKLIMINARB 



1. Chiamo Geometria del Compasso quella , che per via 
del solo compasso senza la riga determina la posizione dei 
punti. 

Dati per esempio due punti A ed E (flg. 1); se si cerchi il 
terzo D, che sìa tanto lontano 
da ciascuno di essi , qtianto 
essi lo sono tra loro ; si de- 
scrivano coir intervallo, ossia 
raggio AE , e coi centri A, 
ed E i due cerchj EDB, AD V, 
che si tagliano nel punto I); 
questo punto sarà il cercato; 
poiché sarà lontano dai punti 
A, ed £ d'un intervallo egua- 
le ad AE (Prop. 1, lib. I 

Eucl.). Questo punto /> si è trovato col solo compasso senza 
la riga. 

2. Può accadere che la posizione di un punto si trovi 
col solo compasso; ma per dimostrare la proposizione ci sia bi- 
sogno di costruire la figura col mezzo della riga. 

Se per esempio, dati due punti A e B, che aleno lontani 
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tra loro d'un certo intervallo, che si 
prende per Punita, ossia si fa — 1; si 
cerchi un punto D , che sia lontano 
da B dell'intervallo BD—fÌ\ la solu- 
zione del Problema sarà come segue. 

Col centro A^ (lig. 2) raggio AB si 
descriva il cerchio BCD, Collo stesso 
raggio, centro B si descriva un arco, 
che tagli la circonferenza in C. Di 
nuovo collo stesso raggio, centro C si 

descriva un arco , che tagli la circonferenza più oltre in 7). 
Sarà questo il punto cercato, e trovato senza la riga. 

Per dimostrare nondimeno, che sia V intervallo BD = V3 , 
vi sarà d' uopo di linee rette , le quali si segnano colla riga. 
Sia BE il diametro del cerchio BCD, e si guidino le rette BD, 
DE. Sarà il triangolo BDE rettangolo in D (31, lib. III). Sarà 
dunque il quadrato della BE eguale alla somma de* due qua- 
drati delle rette BD e DE (47 , lib. I) ; e però il quadrato 
della BD sarà eguale alla diffesenza de' quadrati della BE e 
della DE. Ma essendo T intervallo J?C=CZ)=^i5 ; sarà ancora 
DE=AB (15, lib. IV), ossia DE— 1. È ancora BE=2, Sarà 
dunque (BDy , cioè il quadrato della BD, eguale a 4—1=3; e 
però la sua radice BD=^S . Il che era da dimostrarsi , e non 
si è potuto fare senza la riga. Questa proposizione è la 12 del 
lib. XIII d' Euclide. 

3. I>alla definizione di questa Geometrìa del Compasso 
(§ 1) è chiaro, che appartengono ad essa tutti i Problemi, che 
si possono sciogliere col compasso solo, benché per esso solo 
non si possano dimostrare; com'è il Problema precedente (§ 2). 

4. L' uso di questa Geometria sarà grandissimo, come ap- 
parirà dagli esempj, nel trovare i punti in pratica colla maggior 
precisione possibile , e spesso molto più speditamente col solo 
compasso^ che chiamando in soccorso anche la riga. 

5. Sarà dunque nostro ufizio sciogliere i Problemi col 
solo compasso; sarà poi lecito servirsi di dimostrazioni costruite 
secondo l'uso col compasso e colla riga, al qual fine citeremo 
le proposizioni e i libri d' Euclide. 

6. Cosi poi verremo a capo di questo trattato , che non 
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abbia a mancare alcun eleménto , perchè col solo compasso si 
possano determinare tutti que' punti di qualsivoglia Problema, 
che tino adesso col cerchio e colla riga solevansi determinare. 

7. Non pertanto noi non porremo qui tutti questi Pro- 
blemi; ma dimostrati gli elementi necessarj e bastanti per tutti, 
tra essi sceglieremo un buon numero de' principali, cioè tutti 
quelli, che ci sembreranno i più utili, o per una certa eleganza 
pregevoli. 

8. Aggiungeremo qui in favore dogli artisti , in grazia 
de' quali in gran parte quest'opera è stata scritta, che sapendo 
essi la molestia e il pericolo d'errare, che nasce dairallargarc 
e stringere il compasso a varie aperture precise; noi procure- 
remo di sciogliere i Problemi col minimo numero possibile di 
aperture di compasso. Sarà poi anche meglio per l'artista avere 
in pronto tanti compassi fedeli, come li chiamano, ossia tali, 
che uno si possa assicurare, che conservino appunto l'apertura 
data ; quante sono le aperture , che richied^e la soluzione del 
Problema. Poiché accaderà spesso , che dovremo adoperar più 
volte la stessa apertura dopo averne adoperata una o più altre; 
così senza allargare o stringere un sol compasso, ripiglieremo 
quell'altro compasso messo da parte, che la conserva. A questo 
fine. alcune volte chiameremo col nome di compasso primo, se- 
condo, tei'zo le aperture successive, colle quali verrà sciolto il 
Problema. 

9. Essendo oltre ciò importante alla precisione pratica della 
posizione di un punto, che la sezione delle linee, che lo deter- 
minano, si faccia ad angoli retti o vicini al retto; faremo sempre 
in modo, che un arco tagli l'altro o ad angoli retti, se ciò na 
riuscirà, o almeno ad angoli non molto lontani dal retto. 

10. Per essere più brevi, senza però riuscire oscuri, nello 
indicare le costruzioni delle figure adopreremo spesso alcuni com- 
pendi j che saranno tosto intesi al solo guardar la figura. Per 
esempio nella fig. 2 in luogo di dire : col raggio AB, e col cen- 
tro B si descriva un arco , che tagli la circonferenza BCD nel 
punto C, Poi collo stesso raggio , e col centro C si descriva un 
arco, che tagli la stessa circoriferenza in D ecc.; diremo solamente: 
si faccia ad AB=BC=CD , ecc. Poiché è abbastanza chiaroi 
che i punti B, C, D, coi quali si indica la stessa circonferenza 
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BCD sono nella stessa ; cosicché non v' è alcun pericolo d' e- 
qaivoco. 

11. Istessamente dati per esem- B A 
pio tre intervalli AB, CD, EF\ se ' ' 
dirò : si faccia a CD = EG ; ad 

AB = FG; si dovrà intendere che _ . ^ 

dica : col raggio CD, e col centro E 

si descriva un cerchio, nella cui dr- p 

con fererema aia il punto G. Quindi 

coli' intervallo AB, e col centro F si 

descriva un altro cerchio, che tagli f 

il primo nel punto G. 

12. Alle volte nelle dimostra- ^ 
zjoni nomineremo alcune linee rette, 

che non saranno nella figura, nominando i due punti estremi, 
ai quali dovrebbero esser condotte ; come se nella figura del 
§ 11, nominassi la retta AB , ovvero CD. Ciò faremo quando 
non vi sarà pericolo d'oscurità, per conservar nitida la figura, 
e lasciare apparire meglio la costruzione fatta col solo cerchio. 

13. Lemma. Se co' due centri A, g B, o co' raggi AP ed 
JQ si descrivano degli archi, che si tìigliano ia F e p; Qe q; 
i punti Q., P, p, q saranno nella 

stessa retta (fig, S). 

Dim. Essendo per costruzione 
eguali rispettivamente tra loro tutti 
i lati de' triangoli Al'p, BPp; l'an- 
golo APp sarà eguale all' angolo 
BPp (8, lib. I). Per la stessa si 
dimostra essere APQ—BPQ. Dun- 
que la somma de' due APp, AI'Q 
è eguale alia somma de' due BPp, 
BPQ. Ma la somma di questi quattro 

angoli è eguale a quattro retti (18 , lib. I, Coroll.). Dunque 
ciascuna delle somme di due eguali equivale a due retti. Dun- 
que la QPp è retta (14, lib. I). Nella stessa maniera si dimostra, 
che è retta la I^q. Dunque i punti Q, F, p, q sono nella stessa 
Inetta. 

14. Stanti le stesse cose del § 13, le rette AB, Pp, cosi AB, 



15 

Qq si bipartira,]ino egualmente in M ad angoli retti , e le QP, 
qp saranno eguali. 

Dira. Poiché per V eguaglianza àé' lati de' due triangoli 
APB, ApB si ha l'angolo PAB=pAB (8, lib. I). Ma è ancora 
APp=ApP (5, lib. I). Dunque anche AMP=AMp (Cor. Prop. 
32, lib. ,1). Dunque entrambi retti (13, lib. I). E sarà Pp bi- 
partita in M per la dimostrazione della Prop. 10, lib. I. Nella 
stessa maniera si dimostrerà, che si bipartono in M la Qq e 
la AB, Dalle eguali poi QM^ e qM togliendo le eguali PM, pM'^ 
i residui QP, qp saranno eguali. 

15. Cor, Sarà dunque (QMy=(AQy~(AMf (47, lib. I). 

16. Lemma. Stanti le stesse cose del § 13 , sarà (AQY = 
=(APy+(PQy+Pp . PQ. 

Dim. Poiché é {AQf={APf+{PQy+2MP.PQ (12, lib. II). 
Ma é 2MP=Pp (§ 14). Dunque ecc. 

17. Lemma. Sarà pure (AQY=(Apy+(pQy—pP.pQ. 
Dim. Foìchè è (AQy=(Apy+{pQy-2pM.pQ (13, lib. II). 

Ma è 2pM=pP (§ 14). Dunque ecc. 

18. Cor. I. Essendo pQ=pP+PQ', sarà {pQy=pP . pQ + 
-f-PQ .pQ (2, lib. H); quindi sottraendo pP .pQ si ha (pQ)^— 
—pP .pQ=PQ .pQ. E fatta la sostituzione di questo valore nel 
valore di (AQy del § 17, si avrà (AQy={Apy+pQ . PQ. Donde 
sottraendo di qua e di là (Apy, nasce {AQy~(Apy=pQ . PQ. 
Se ora si eseguisca la moltiplicazione di AQ-\-Ap per AQ—Ap; 
si troverà (AQ7\~Ap) (AQ—Ap)=i(AQy—(^Apy. Quindi si avrà 
(AQ+Ap) (ÀQ—Ap)=pQ. PQ. Donde per la 16, lib. Visi de- 
duce l'analogia 

pQ : AQ+Ap : : AQ~Ap : PQ, 
ossia sostituendo AP in luogo di Aj), e invertendo alternativa- 
mente 

PQ : AQ+AP : : AQ-AP :pQ 
Da queste due analogie vien espresso il celebre 

« 

Teor. Itf qualunque triangolo un lato qualunque sta alla 
somma degli altri due, come la loro differenza sta alla differenza 
o alla somma de' segmenti, che fa su quel lato la perpendico- 
lare condotta dall'angolo opposto, secondo che essa cade dentro 
o fuori del triangolo. 

19. Cor. IL Se sarà AQ=:pQ', tolti di qua e di là i due 



16 
termini egnali (AQy , (pQ)' , e aggiungendo d'ambe le parti 
pP.pQ; risulterà pP.pQ=(^p)'. 

20. Lemma. Stanti le stesse cose (§ 13), se sia retto l'an- 
golo MpQ; sìa poi l'angolo HpS—UpA; epS=ptì=pA; s^rk AS 
parallela ed eguale alla Ppi 

e sarà (AQf={RQy-AS.pQ. 

Dim. Poiché se dai duo an 
gol! retti RpQ, Rpq (lig. 4) si 
sottraggono i due eguali RpA, 
RpS: rimarranno eguali gli 
angoli ApP, Sp<). Ma ApP= 1 
— APp (5 ,' lib. I). Dunque i 
Spq = APq. Dunque AP, Sp | 
sono parallele (29, lib. 1). Ma 
sono anche eguali per costru- 
zione. Dunque le due AS, Pp 
sono eguali e parallele (33, 
lib. I). 

Si ha poi <RQ)'=(Rpf+ 
+(pQf (47. lib. l)=(Apf+(pQy: E pel Lèmma § 17, (AQy 
=(Apy+(pQ)'—pP .pQ. Dunque (AQy=(RCìf-pP . pQ, ossia 
=(RQy-AS.pQ. 

21. Lemma. Stantì le stesse cose {§§ 13 e 20) sarà (SQ,)* 
=iRQf + AS.pQ (flg. 4). 

Dim. Poiché se si faccia ST=Sp; pT—pP (tj 1); nei due 
triangoli SpT , APp si troveranno tra loro eguali gli angoli 
SpT, APp (8, lib. I); e però PpT retta (27, lib. I). Sarà poi 
(5QP = (p8f + {pQY + pQ . pT {§ Ifi). Ma è (pSf + (pQy- - 
(pRf + ipQy^ = (fiQ)a; ed è pT^pP^ AS. Dnnqutì (SQ^ ^ 
(RQf + AS.pQ. 

Dai due Lemmi precedenti segue per Corollario essere 
(AQf + (SQ)^ = 2(RQf . ■ 

22. Lemma. Se sarà AQ,=pQ^BQ (flg. 4); e Ap^pB=pS, 
essendo pS sulla continuazione della Bp: sarà AS . pQ—{Apy . 

Dim. Avendo i triangoli isosceli A^ , BQp i lati eguali 
tra loro; sarà l'angolo QpA -^ QpB (8, lib. I). Sarà poi l'an- 
golo ApB, che è la somma dei due, eguale anche alla somma' 
de' due angoli SAp , ASp (32, lib. I), i quali essendo eguali 
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tra loro per essere isoscele il triang^ìlo ApS (5, lib. 1); sarà 
ciascuno d'essi eguale all'angolo ApQ—pAQ (5, lib. I). Sarà 
dunque il triangolo pAS simile al triangolo QpA (32, lib. I, 
4, lib.' VI); e quindi pQ: Api : Ap:AS, e AS . pCl= (Apy (n' 
lib. VI). 

23. Lemma. Se si AB^AC^BD; e AD^BC; sarà (fi g 5) 
ne. AB={ABf-{ADf. 

Dim. I due triangoli ADB, AOB; avendo i lati rispetti- 
vamente eguali , saranno eguali (8 e 2fi, libr. I). Essendo 
poi posti tutti e due sulla stessa baso AB; 
saranno fra le stesse parallele L)C , AB\ 
(39, lib. I). Se dunque sulla BA si prende 1 
BE=DC; sarà DE ugUiilc e piivnjjel.i 1 
alla BC (3-'i, lib. I), e ugnalo ancora nll^i I 
DA. Quindi i due trinngoli isosceli- 7Ì/),!, I 
DAE , che lianno un angolo comune in " 
A; saranno simili (5 e 'Ai, lib, I, e 4, 

lib. 6.), Gtà»rb.AB:AD::AI):AE: quindi AB. AE ^{AD^ 
(17, lib. VI). Si lia poi AB. AE+AH. IIE^{ABf {1, lib. II). 
Quindi ad AB. AE sostituendo {Alìf, e a BE sostituendo DO- 
si ha (ADy+AB. DC^[ABy. E sottraendo {ADf, si avrà DC. 
AB={Alìf~{ADf. 

24. Lemma. Se nel cerchio H u. G al raggio AB si alzi nel 
centro A la normale Ae eguale alla corda BG (Idl'jirco By-O; 
e fatto centro in e co! raggio AB si de- 
scriva un arco, che tagli la circonferenza 
in I*; sarà l'arco B }t. eguale alla mola 
dell'arco B ]t. Q. 

Dim. Per l'eguaglianza de' lati de' 
due triangoli ABG, A[ie (fig. 6) ò l'an- 
golo GAB^A[>.e (8, lib. I). Si divida per 
metà l'angolo Aìf-e colla retta [lA/; essendo 

isoscele il triangolo \i.eA, l'angol-j ]je,M ^^ <i.AM; quindi nei due 
triangoli }jjìM, }i.AM, essendo eguali tra loro gli altri due angoli, 
sarà anche }f.Mii=}i.MA (Coroll. Z-2, lib. B; quindi [i-t/ normale 
alla Ae (13, lib. I), e quindi parallela alla AB (30, lib. I), e 
sarà ['angola M}i.A=^AB (27, lib. I), sarà dunque i^AB la metà. 
dell'angolo GAB, e però anche l'arco B\i. metà dell'arco £(*(?. 



25. Se nel parallelo^ammo À8MN sarà la dia^nale MA 
ile ai lati opposti MB, AN; sarà il quadrato dell'altra dia- 
Lle BN eguale al quadrato della prì- 

aggiuntivi i due quadrati degli altri 

lati. 

Dim. Si divida AB per metà in m 

7) colla perpendicolare Mm (IO, 11, 
I), e sopra la BA continuata si prenda 
-Bm; sarà mn = BA = MN ; e peri 
im. parallelogj'ammo (33, lib. I) , e 

retto r angolo N n B (27, lib. I). 
idi {BS)''^{ABy+{AN)^-^2AB. An (12, lib. II). Ma An = 
[B. Dunque {NBf = (AN/ + 2 (ABf = (AN)^ + (AB^ - 
')*■ 

26. Se in qualunque triangolo EPE si tagli in due egua 
te la base £ £ in ^4, e dall'angolo opposto /' si guidi la /'. 
8); sarà la somma de' quadrati dei ■ 
BP e PE eguale alla somma de' 1 
irati eguali dei due segmenti, ag- I 
Itovi il doppio quadrato della^/'. I 
Dim. Poiché se si cali il perpen- R 
lo PR sulla base BE; sara{BP)' I 
ÌAy+(AP/+2 BA. AR (12, lib. II). Sarà pure {PEf^{AE\ 
iPy—2 AE. AR (13, lib. II). Fatta dunque la somma df 
iri dei due quadrati {BPf e {PEf, essendo BA=AE; sar 
J +{P Ef = {BAy + {AEy + 2 {APf - 2 {ASy + 2 {AP) 



LIBRO SECONDO 

DELLA DIVISIONE DELLA CIRCONFERENZA 
E DEGLI ARCHI DEL CERCHIO. 



27. Prob. Dividere ia circonferenza del cerchio BJM in 
quattro parti eguali (fig. 9). 



Sul, Nella stessa circonferenza di faccia al raj^gio AB—Bc 
^BC=CD=DE=Ed col primo compasso (§ 10, 8). Sarà dc= 




m 

IP." i i" 
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cB=sBA (15, lib. IV). Si faccia a BD=^Ba=Ea col 2^ compasso; 
ad Aa=BF=BfGOÌ 3^ compasso. Si avrà divisa la circonferenza 
in quattro parti eguali BF, FÉ, Ff, fB, 

Dim, Essendo BAE un diametro (15, lib. IV); e avendo i 
triangoli aAB, aAE tutti i lati eguali, e però eguali gli angoli 
aAB, aAE (8, lib. I); questi saranno retti (13, lib. I). Dunque 
{aBy=(ABy+(aAy (47, lib. I); e sottraendo {ABf da tutte due 
le parti, si ha {aBY--(ABy=(aAy, Si faccia per brevità AB=Ì', 
sarà (aBy=(BDY=S (§ 2). Sarà dunque (aAy =3 — 1 = 2, e 
quindi anche (BFy={aAy =2=1 +l=^(ABy+(AF^), Dunque nel 
triangolo FAB l'angolo FAB sarà retto (48, lib. I), e però an- 
che l'angolo FAE (13, lib. I). Saranno dunque gli archi BF^ 
FÉ eguali tra loro , e quarti di cerchio , come pure gli archi 
Bf, fE, 

28. Cor. Essendo retti gli angoli BAa , BAF ; i tre punti 
Aj F, a saranno nella stessa retta. 

29. Abbiamo dunque già la circonferenza divisa in due partì 
eguali per esempio nei punti B ed E; in tre parti, come ne' 
punti B^ Z>, d (15, lib. IV); in quattro parti ne' punti B, F, E, 
f (§ 27); in sei parti nei punti B, C, 1>, E, d, e. (15, lib. IV). 

30. Prof). Dividere una circonferenza in otto parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come al § 27. (fìg. 9), si faccia ad 

AB = aG = aH compasso 1^, ad ^a = 6r^ = Hh compasso 3^; 
sarà anche ad Aa = gh; e la circonferenza sarà divisa in otto 
parti eguali ne' punti B, Gy F, H, E, h, f, g. 

Dira. Poiché essendo {Aay =2 (§ 27); sarà {Aaf={AGy 
+ (aGy. Sai'à dunque retto l'angolo aGA (48, lib. I). Quindi 
pel triangolo isoscele aGA gli altri due angoli GAa, GaA tra 
loro eguali (5, lib. I) saranno semiretti (32, lib. I). Dunque l'an- 
golo GAF, che è lo stesso coll'angolo GAa (§ 28), sarà la metà 
di BAF, Dunque anche l'arco GF=BG. Ma per costruzione è 
Gg=BF (26, lib. III). Dunque tolto di qua e di là BG; sarà GF 
=Bg. Nello stesso modo si dimostrerà, che gli altri archi sono 
eguali. Sarà dunque la circonferenza divisa in parti eguali cia- 
scuna alla metà del quadrante, e però in otto. 

31. Prob. Dividere la circonferenza in dodici parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come nel § 27 (flg. 9), si faccia ad AB 
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— FN = N'n = PO = Oo, Sarà la circonferenza divisa in dodici 
parti eguali ne' punti B, N, (7, F^ D, 0, J5, o, d, f, e, n, 

Dlm, Poiché tolti via gli archi eguali BC, DE dagli eguali 
BF ^ FÉ; gli archi, che rimangono OF y FD saranno eguali. 
Essendo dunque CD la sesta parte della circonferenza (§ 29) ; 
sarà CF la sua metà, cioè la duodecima. Sarà ancora CF=CN 
a cagione di FN=CD] così pure CN=NB a cagione di FN=CB, 
E nella stessa guisa si dimostrerà, che tutte le altre sono duo- 
decime parti della circonferenza. 

H2. Prob, Dividere la stessa circonferenza in ventiquattro 
parti eguali. 

Sol, Stanti le stesse cose come sopra (fìg. 9) (§ 30 e 31); 
si faccia ad AB==GL=LM=Gk=ki=HI=IK=Hm=^ml com- 
passo 1^ e sarà fatto. 

Dim, Poiché se dagli archi eguali GF , GB (§ 30) si sot- 
tragono gli eguali CF, NB (§ 31); resteranno eguali GC, GN\ 
ed essendo CN una duodecima parte della circonferenza (§ 31); 
saranno GC , GN ventiquattresime parti di essa. Essendo poi 
FN=GL; tolto via FG; sarà NG=FL. Dimque anche i^L sarà 
una ventiquattresima e la metà di FD (§ 31^. Nello stesso modo 
si dimostrerà essere eguali a questi gli archi DH, HO, FI, IC, 
cosi tutti gli altri determinati qui sopra. 

33. Noi ci siamo qui serviti senza citarle delle Prop. 26 e 
27 del lib. Ili d'Euclide, che in un cerchio o in cerchj eguali 
le rette eguali sottendono archi eguali; il che faremo anche in 
seguito per brevità. 

34. Gli antichi per via del centro A col raggio AB e col 
solo compasso divisero la circonferenza in sei parti eguali. Le 
altre divisioni le ottenevano col compasso e colla riga, prendendo 
varj punti fuori della circonferenza. Ora noi abbiamo trovato 
un punto a tale, che solo basta a dividere la circonferenza in 
ventiquattro parti eguali col solo compasso. Il che è nello stesso 
tempo più spedito e comodo, e porta ad una divisione pratica 
molto più accurata deirantica. 

35. Può sembrare elegante la serie delle aperture de' tre 
compassi, che bastano a questa divisione. Poiché si trova l'aper- 
tura del primo = yT, del secondo = y"!, del terzo = V"3. 

36. Lemma, Se nel cerchio BGE sia il raggio AB=^1] sia 



poi l'arco BO un'ottava parte della circonferenza: sarà II qua- 
drato della sua corda BG, ossia (BGf 

- 2-1/2 (fig. 10). 

Dim. Sul diametro UE si cali la 
perpendicolare GrP. Nel triangolo ret- 
tangolo GBA a cagione dell'angolo se- 
miretlo GAP sarà semiretto ancora 
AGB (32, lib. I). Saranno dunque e- 
guali i lati GP, PA («, lih. I). È poi 
iAGy=iPGy+{^P)^ (47, lib. I). Dun- 
que (AG)^ ^ -lÌAPf ; quindi 2 {AG/' = 4 (APf , ossia 2 = 
(2 Apy^ , e quindi ^'2 = 2 AP- AP = % fS: BP^AB—AP^l 

— ',', yl. Si ha poi, essendo retto l'angolo BGE (31, lib. Ili), 
BP : BG : : BG : BE (8, 4, lib. VI); quindi (17, lib. VI) {GBf = 
BP. BE=-2BP. Dunque {HGf =^ 2 - ì/2. 

37. Lemma. Stanti le stesse cose del § 3tì, sarà il quadrato 
della GÈ corda di tre ottave partì della circonferenza , ossia 
(GEf = 2 + v'-3. 

Dim. Poiché sarà {BEf = {GEf + {BG^ (47, lib. I). Ma 
{BE)'- = 4; (BGf ^2- v'2 (§ 3G). Dunque 4 =''SGE'^+ 2 - 
y'2, e togliendo 2 , ag- 
giungendo V^, si avrà 
2 + v"a = ('.'.E)2 . 

38. /*»■<)/*. Essendosi 
già divisa la circonfe- 
renza in venliquiiltro 
parti (§32)eguali; suddi- 
viderla in quarantotto. 

Sol. Si faccia ad 
aN^ fìfi =^- Ee {§ 11) 
compasso 4" ; uà AB ~ 
fili. = et compasso 1*'. 
Saranno A'jx, ^N, Mv, 
vO (flg. 11) quarantot- 
tesime parli della cir- 
conferenza. 

Dim. Se si conce- 
piscono guidate le rette Aa, Kìi, aN, aB (% 12); essendo retto 
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P angolo BAa (§ 27); e rangole ÈAN^BAn (§ 31), e i tre 
raggi AN, AB^ An eguali ; sarà (a Ny = {clB^ — Nn, Aa 
(§ 20); però a cagione di aN—Be , sarà pure {Béf = (aB^ — 
Nn. Aa, Essendo poi i triangoli eAB yeAE a, CRgione de' lati rispet- 
tivamente eguali, rettangoli in ^ (8 e 13, lib. I) ; sarà (Bey = 
(ABy + {Aey (47, lib. I). E però (ABy + (Aey = (aBy — Nv, 
Aa. Ma è (aBy = (ABy + {Aay . Sarà dunque (ABy + (Aey 
— (ABy + (Aay — Nn. Aa ; quindi sottraendo {ABy , si ha 
(Aey = (Aay - Nn Aa. Ma (Aay = 2 (§ 27), e Vn = 1 ; es- 
sendo Nn corda d'una sesta della circonferenza (§ 31). Dunque 
(Aey = 2 — ]/^ = al quadrato della corda dell' ai'co BG , che 
è l'ottava parte della circonferenza (§ 30, e 36). Sarà dunque 
Tarco B\t. = \t.G (§ 24). Se poi da questi archi si sottraggono 
gli archi eguali BK, NG (§ 32); saranno gli archi K\t., ^N e- 
guali. Essendo dunque Tarco^A^ la vigesìmaquarta parte della 
circonferenza (§ 32); saranno le sue metà, ossia gli archi JTfji, 
)t.N, e per la stessa ragione gli archi 3fv, vO, la quarantottesima 
parte della circonferenza. 

39. Stanti le stesse cose potrebbe chi volesse, col solo ajuto 
dei quattro compassi indicati qui sopra, dividere tutta la cir- 
conferenza in quarantotto parti eguali (§ 8), (flg. 11). Poiché 
se pel primo compasso di apertura = AB si divida la circon- 
ferenza in sei parti cominciando dal punto \k , si bipartiranno 
gli archi JF, HO , mo, fl^ ng. Dividendo poi la circonferenza 
in sei parti cominciando dal punto v, resteranno divisi gli ar- 
chi oh, fi,' nk, NG, FL. Dividendo poi la circonferehza in quat- 
tro parti col terzo compasso di apertura eguale ad Aa comin- 
ciando dal punto jx, resteranno divisi gli archi LD, ic; comin- 
ciando poi dal punto v, resteranno divisi gli archi IC , Id. In 
.seguito dividendo la circonferenza in sei partì eguali di nuovo 
col primo compasso, ma cominciando dagli ultimi punti trovati 
col terzo compasso, resteranno divisi per metà tutti gli altri 
archi. 

La dimostrazione è simile a quella del. § 32. 

40. Prob. Dividere la circonferenza BDd m cinque parti 
eguali. 
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(§ 12, 13, 14); cosi (Mf = (Aa)^ = 2 (§ 27). Laonde (Xò)2 = 

(iVò)2 _ (iV^Z)2 (47, lib. I) == 2 — i- = -?- — 4- = 4-- Ma per 

4 4 4 4. 

r angolo retto Z^^ Io steW che FAB si ha (BXf = (AB)^ 

+ (AXy- (47, lib. I). 

Ed ò (AXy^ = V4 (AF)^ (per Coroll. Prop. 4 dei II). Sarà 

dunque (BXy- = 1 + 1- = A = (X6)2 . Dunque le rette BX, 

Z^ sono eguali. Sarà dunque questo punto b quello stesso, che 
adopera Tolorameo nel primo Libro dell' Almagesto per iscri- 
vere un pentagono, e un decagono equilatero ed equiangolo 
nel cerchio. Vedi la dimostrazione del Clavio nello Scolio alla 
Prop. 10 del Librò XIII d'Euclide. Vedi ancora i numeri seguenti 
(§ 45 ecc.), dai quali risulterà la dimostrazione intera di questa 
Proposizione e delle seguenti. 

4L Prob, Dividere la circonferenza in dieci parti eguali. 

Sol. Stanti le cose come nel Problema precedente (§ 40), 
si faccia ad Ab = BP, sarà BP = PQ, archi eguali alla de- 
cima parte della circonferenza (fig. 12). 

Dlm, Vedi 10, lib. XIII d'Eucl. 

42. Prob, Dividere la circonferenza in centoventi parti eguali. 
Sol, Stanti le cose come ne' Problemi §§ 32 e 40, sarà 

QI la cento ventesima parte della circonferenza (fig. 12). 

Dira. Poiché l'arco BI è eguale a cinque ventiquattresime 
della circonferenza (§ 32) , e V arco BQ eguale a una quinta. 

r^ /^r or r>^ 5 1 25—24 I 

Dunque QI=BI-BQ= ^-^=^ -^^q- = -^ • 

43. Potrà chi voglia con soli quattro compassi, ossia quattro 
aperture d'un compasso, e con soli due punti presi fuori della 
circonferenza, cioè coi soli due punti a e b , dividere la cir- 
conferenza del cerchio in centoventi parti eguali. 

Poiché col punto a , e con tre compassi avendo divisa la 
circonferenza in 24 parti (Probi. § 32) , e avendo trovato il 
punto b (§ 40); si faccia col quarto compasso ad Ab=BP=PQ 
=zQR~ES, a cui sarà purè eguale SE (§ 41). Ora per dividere 
l'arco NG in cinque parti eguali, ciascuna delle quali sarà una 
centoventesima ; si faccia ad Ab=Lq=qp=i'K=0^=^ta=i»ì<^. Sì 
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avrà diviso Tarco NG in cinque parti eguali. Nello stesso modo 
si potranno dividere tutti gli altri archi GC^ CI, ecc. 

Dim. Poiché essendo BQ=RE; BF=FE] IF=FL ; sarà 
anche IQ=^LR, ed essendo L^= Qi?; sarà anche Qq=LR—QI. 
Nello stesso modo essendo QP=qp; sarà anche Qq = Pp=QI. 
Parimente a cagione di It: = QP, sarà ttP — QL Essendo poi 
Ouì=BQ; OI=IB; sarà ancora Ita = QI. Inoltre a cagione di 
wcp^/TT ; sarà /w=cp7r = QI, Essendo poi Ocp = Op + po^ + w^ = 
5P + PQ+QR=BB, tolti di qua e di là gli archi eguali OG, 
BL; si avrà il residuo G<^=LB=QI, Finalmente a cagione di 
BI—LN, tolti gli archi eguali BQ, Lp, sarà il residuo QI=Np, 
Sisara dunque diviso Tarco NG ne' cinque archi ^,/?P, Pk, 
ir<p, <fG eguali ciascuno all'arco Q/, e però eguali tra loro. Essendo 
poi A^6r una ventesimaquarta della circonferenza (§ 32), sarà 
ogni sua quinta parte una cento ventesima della circonferenza. 

44. Abbiamo dunque ormai diviso col solo compasso la cir- 
conferenza in tutte quelle parti eguali , le quali si ottenevano 
dagli antichi inscrivendo al cerchio i cinque poligoni regolari 
triangolo, quadrato, pentagono, esagono e decagono, impiegando 
insieme il compasso e la riga. È poi riuscito di sommo comodo 
r aver potuto ottenere tutto ciò coli' assumere solamente due 
punti fuori della circonferenza cioè a, e ò, e coll'impiegare so- 
lamente quattro aperture di un compasso , ossia quattro com- 
passi (§ 43, 8). Chi vorrà fare il confronto di questo metodo, 
col metodo conosciuto potrà giudicare della sua semplicità e 
speditezza, e della sua precisione nella pratica. 

45. Essendo pel § 40 

Xb+XF=Fb=Xb+XA 
A b=Xb-XA 
sarà Fb. Ab={Xby-(XAy 

={XBy -{XAy =r.{ABy 

ossia Fb , Ab^=^{FAy- \ quindi la Fb sarà divisa in A in estre- 
ma e media ragione (30, lib. VI). 

46. Sarà quindi Fb . Ab={FA+Ab) . Ab={fAf = (fA+Ab) . 
Ab=fA,Ab-{-(Aby =fA.(fA-fb)+(Aby =(fAf -fA,fb+{Aby, 
Avendosi dunque (fAf = (fAf - fA . fb+{Ahf , tolto {fAy^ , e 
aggiunto fA,fb; si avrà fA.fh={Ahf, Quindi anche la Af 
sarà divisa in h in estrema e media ragione. 
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47. Se col centro f^ raggio hA si tagli la circonferenza in 
T; sarà Tfz=. Th = bA. Poiché si avrà fA.fh = {Ahf (§ 46) 
=(2y)2 . E quindi (17, lib. VI) fA\fT\ifTifb, Dunque i due 
triangoli fAT, fbT, che hanno l'angolo comune in ^ avranno 
i lati che lo contengono proporzionali ; e quindi (6 , lib. VI), 
saranno simili. Sarà dunque isoscele anche il triangolo fbT, e 
sarà Tb=Tf, 

48. L'angolo TbA=^Tfb+bTf(S2, lib. 1)=. Tbf+bA T, e aggiun- 
gendo Tbf'^sark TbA+Tbf=2Tbf+bAT;m8i TbA+2bf = d\ie 
retti (13, lib. I). Dunque 2Tbf+bAT=dne retti. ììsl' Tbf=bAT 
+bTA (32, lib. I) = 2bAT (5, lib. I). Dunque 2 Tbf+bA T=bbAT 
= due retti. Quindi l'angolo bAT^ che è lo stesso coli' angolo 
fAT, sarà una quinta* di due retti, e l'arco fT una decina della 
circonferenza. 

49. Se si piglia la corda ft=fT; sarà pure bt = ft (§ 47), 
e le due tT ^ bf sì taglieranno per metà ad angoli retti in un 
punto y (§ 14); e sarà (Tff =(Tyf + (fyf ; quindi 4(r/^)2 = 
r= 4 (Aby = 4 (!ZV)2 + 4(/V)2 = (7Y)2 + (/•&) 2 ; quindi (Tty 
= 4 (^6)2 - (fbf . Ma (fbf = (fA-Ab)^ = {fAf - 2fA . Ab + 
(Aby . Dunque (Tty = 3 (Abf - (fAf + 2fA . Ab . Ora 2fA . 
Ab = 2fA . (fA - fb) = 2{fAf - 2fA . fb = 2{fAf - 2{Abf . 
Dunque {Ttf = SiAbf - {fAf + 2(^4)2 -2{Aby = {fAf + 
{Abf = {BAf + {Ab) =: {Bbf ; e quindi Tt:=zBb. Ma Ti è cordd 
di due decime , ossia d' una quinta parte della circonferenza. 
Quindi anche Bb, Quindi 

50. Nel triangolo rettangolo ABb II quadrato del lato del 
pentagono è eguale alla somma de' quadrati dei lati dell' esa- 
gono e del decagono. Questa è la 10, lib. XIII d'Eucl. 

51. I lati del triangolo rettangolo ABb sono corde di archi, 
che sono in progressione contrarmonica. Poiché questi archi 
sono V57 ^Uì Vio della circonferenza. Si trova poi 

111111 






5 6 6 10 10 5 

52. Essendo fb ibAiibA: Af (§ 46); è ancora fh:bA::bA: AF; 
e quindi il diametro Ff resta diviso ne' punti A e b in tre 
parti continuamente proporzionali. 

53. Prob, Dividere la circonferenza in venti parti, ossia tro- 
vare una ventesima parte di ess£^. 
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Sol. Stando le cose conie al § 40 ; nel quadrante SVf si 
faccia a Bb=fV. Sarà l'arco BV una ventesima. 

Dim. Poiché è BV=Bf~fV=—-~ (§40) = —. 

4 5' 20 

Altra Sol. ÌStando pure le cose come al § 40; nel quadrante 
BVf si faccia ad AB=rhV. Sarà l'arco BV una ventesima. 

Dìm. Essendo Ab corda d'una decima; sarà V arco B V la 
metà d'una decima, ossia una ventesima (§ 24). 

54. A» cagione di T^= VA il triangolo A Vb è isoscele come 
hTf. Inoltre essendo FA : Ab: : Ab :bf {% 52), ossia sostituendo 
valori eguali VA : Ab: : Tb: bf: i due triangoli isosceli avranno 
i lati proporzionali: quindi saranno simili (6, lib. VI). 

55. Essendo pure bF: FA ::FA: Ab (§ 45; e 17, lib. VI); so- 
stituendo valori eguali, si avrà bFibV: :bV:Ab. E però nei 
due triangoli bFV , bVA si avranno i lati proporzionali, che 
formano V angolo comune in b. e però i triangoli saranno si- 
mili (6, lib. VI). Sarà dunque isoscele anche il triangolo bFV, 
e sarà FV==Fb. 

56. Essendo V arco fV una quinta (§ 53) ; fT una decima 
(§47); sarà pure TV una decima; quindi la corda TV— Tf~ 
= Th=bA. Ma è anche Vb=TA (§ 53). Dunque i due triangoli 
VTb, TbA avranno tutti i lati rispettivamente eguali, e saranno 

eguali (8, 4, lib. I). 

57. Prob. Dividere una circonferenza in 240 parti eguali. 
Sol. Stanti le cose come al § 43 (fig. 12) per mezzo dei 

§§ 38 e 39 si divida egualmente in due. l'arco NG in 8. Si può 
far questo facendo al raggio del cerchio ev eguali le corde vp, 
p8. Saranno i due archi f^, Stt ciascuno una ducentoquarante- 
sima. Vedi ancora § 58. 

Dim. Poiché sottraendo dalle due metà NZ , Gì gli archi 
eguali NPj Gt: (§ 43); resterà PI=It:. Ma Piz è una centoven- 
tesima (§ 43); dunque ecc. 

58. Con una apertura di compasso presa dal punto 8 ad un 
qualunque punto per esempio N della divisione già ottenuta ai 
§ 43, si potrà proseguire a dividere in due tutte le parti cen- 
toventesime di quel §. Per esempio, con questa apertura fatto 
centro in p si dividerà Tarco ir^; fatto centro in P, si dividerà 
l'arco fGj e cosi via via. 



59, I tre punti a, e 5 (fig. 12), ed e (flg, 11) sono somma- 
mente osservabili. Poiché col mezzodì que' soli presi fuori della 
ciroonfereoza abbiamo diviso la stessa in ducentoquaranta parti 
eguali, e siamo pure arrivati a determinare una dacentoqaa- 
rantesima parte per via di sole cinque aperture di compasso, 
cioè AB, BD , Aa , aN , ^Ab. Potendo questi servire ad altri 
molti usi insigni nel seguito ; troveremo per rapporto ad essi 
tre equazioni fondamentali , dalle quali ne ricaveremo a suo 
luogo altre dodici, e ne dimostreremo gli usi, quando ne verrà 
l'occasione. 

60. Prob. Dividere un qualunque arco BO in due parti e- 
guali in G.j{Fig. 13). 

Sol. Coi raggio AB, col 
qtialc è stato descritto l'arco 
BC, che ai deve dividere, e 
coi centri B e C^ che sono 
i due punti esfremi dell'arco, 
si descrivano gli archi AD, 
AE.Si facciaa BC^AD=AE 
(§ 10). Poi coi centd D ed 
E, e col rsif^gin DC ^ BE ai 
descrivano due archi, che si 

tagliano in F. Ora col raggio AF, q cogli stessi centri P ed 
E si descrivano due altri archi, che si tagliano in (?. Sarà il 
punto G nella circonferenza, e sarà l'arco BG=GC. 

Dim. Essendo egaati i lati rispettivamente nei tre irian- 
goli DBA, BAC, ACE; sarà l'angolo BOA ^ CAE {%, lib. I). 
Quindi BC parallela ad AE (28, lib. I). Quindi BAKU sarà un 
parallelogrammo (3.S, lih, I). Nella stossa maniera si proverà, 
che è un parallelogrammo BCAD. Si ha poi nel parallelogram- 
mo BCAD la diagonale AB eguale ai lati opposti BD , AC. 
Dunque il quadrato della diagonale DC sarà eguale alla somma 
del quadrato dell'altra diagonale AB e de' due quadrati de' 
due lati AD, BC (§ 25); ossia sarà (DCf^ = (AB/^ + 2 (ADp . 
Essendo poi alla retta BC parallele le due DA , AE ; i punti 
D,A,E saranno nella stessa retta. In oltre avendo i triangoli 
FAD, FAE tutti i lati eguali; saranno eguali gli angoli FÀD, 
FÀE (8, lib. I), e però entrambi retti (13, lib. I). Sarà dunque 




ao 

{DPf = {AD)^ + (AFP ; ma (DF)^ = (DCf . Dunque (AD)^ 
, + (AF)^ = {ABf + 2 {AD)^ ; e tolto (ADf sarà (iiF)i = (^^)2 
+ [a DY . Ma (A Fy^ = (D G;2 . Dunque {D Gf = (^ B)» + 
(i4D)2 . Ma perchè i triangoli GAD, QAE hanno i lati eguali; 
gli angoli GAD^ GAE sono eguali^ e retti (8 e 13, lib. I). 
Dunque {DGf = {AGf + {ADy^ . Dunque AB =^ AG ; e^ però 
il punto 6r è nella circonferenza. Tolti poi dagli angoli retti 
GAD, GAE gli angoli eguali BAD, CAE; gli angoli BAG, GAC 
restano eguali. Dunque V arco B C si è diviso egualmente in 
due in G (33, lib. VI). 

61. Aw. Se l'arco da dividersi fosse assai piccolo come he 
(fig. 13), sarebbe meglio in pratica aggiungervi di qua, e di là 
archi eguali un poco grandi, come 6J5, cC, e tagliare poi per 

i ' mezzo Tarco BC in 6r, dove sarà pure diviso per mezzo Tarco 

[ b e, 

62. Se liarco da dividersi fosse troppo grande come PGQ 
{^%, 13), sarebbe spediente toglier da esso di qua e di là archi 
eguali PB, QC, acciocché riuscisse mediocre V arco df mezzo 

\ BC; quindi divider questo per metà in 6? , dove resterà pure 

^: diviso ,per metà l^rco PGQ, 

63. Ecco dunque che tutto ciò , che appartiene alle divi- 
sioni della circonferenza , o degli archi del cerchio , e che si 

? ; può eseguire col compasso e colla riga, si può ancora ottenere 

col compasso solo. 
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LIBRO TERZO 

DELLA MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE 
DELLE DISTANZE IN LINEA RETTA 

64. Proh. Duplicare la distanza AB (flg. 2). 

Sol. Col centro A, raggio AB si descriva una semicircon- 
ferenza BCDE; cioè si faccia oA AB = BC = CD-= DE (§ 10). 
Sarà la BAB retta, e doppia della AB. 

Dim. Vedi la 15, lib. IV. 

65. Prob. Triplicare, quadruplicare ecc. una distanza AB. 
Sol. Alla AB (tig. 1) si aggiunga l'eguale AE f§ 64). Collo 

stesso metodo s'aggiunga l'eguale EFecc. SavA la B^£F retta 
eguale a S A B. Collo stesso metodo seguitando si quadrupli- 
cherà ecc. 

Dim. La BAE è retta (15, lib. IV); istessamente la AEV; 
dunifue ecc. ecc. 

66. Prob. Divìdere in due parti eguali la distanza AB, os- 
sia trovare il punto M , che è sulla retta A B alla sua metà. 

Sol. I. Descritta la semicirconferenza 
BCDE (§ 64) (flg. 14), col centro E, raggio 
EB si descriva un ai-co indefinito PBp. Col 
centro B, raggio BA si descriva la se- 
micirconferenza p A Pm. Col centro P, 
raggio PS si descriva l'arco B M. Si 
faccia a Pm ^ B M. Sarà M il punto 
cercato. 

Dim. La retta Bm 8p.rft sulla conti- 
nuazione della B/>(15, lib. IV). Sostituendo 
le tre eguali BP, Bp, Bm alle tre eguali Ap, pB,pS del % 22, 



e le tre PB, BE, pE alle tre AQ,, pQ, BQ, e la Pm alla AS; 
l'equazione A S. p Q, = (Apf, del § 22 , si cangerà nella Pm. 
BE = (BPy- ; ed essendo BE = 2 AB ; BP = AB; sarà 2 A B. 
Pm. ^ (ABf , e dividendo per AB ; 2i*m. = AB = 2 B M. Sarà 
poi il triangolo BPM d'angoli eguali al triangolo BPm (8, Iib. I). 
Quindi mP parallela alla BM (28, Iib. I). Ma anche 1 due trian- 
goli BPm, Bl'E hanno gli angoli eguali ;§ 22). Dunque mi* è 
parallela alla BE (28, Iib. I). Dunque le rette BM, BE coin- 
cidono. 

Sol. II. Col raggio AB , centro A si descriva la semicir- 
conferenza BCDE (§ 64) (tig. 15). Collo stesso raggio , e coi 
centri B ed E si segnino due archi 
indefiniti CP, DQ. Cogli stessi centri à 
B ed E, e col raggio flE si segnino I 
i due archi EQ, Bl'. Col centro /', 1 
raggio PB si .descriva l'arco BM. Col I 
centro E, raggio i'Q si tagli l'arco! 
BM in M. Sarà M il punto cercato. " 

Dim. Fatte le debite sostituzioni nella Fig. 5 (.§ 23); si 
avrà PQ. BE = (BEJ' - (BPf ; ed essendo BE=.-2AB; BP 
= AB; PQ^ME; saj-à 2A/£. AB ^ i(AB)^ — (AB/i = 3 (AB)^ . 
Quindi dividendo per AB, si avrà 2ME—3 AB. Ma per essere 
eguali i lati opposti, sarà PQEM un parallelogrammo. Poiché 
diviso in dae triangoli di lati eguali colla diagonale Q M dà 
l'angolo PQM=QME(S, Iib. I), o 
quindi PQ parallela ad ME (28, Iib. I), 
cosi PM a QE (33, Iib. I). É poi an- 
che PQ parallela alla B E{% 23). Dun. 
que ME, B E coincidono. Essendo 
dunque perciò .\fE = MA + AE — 
MA-\-AB; sarà i ME=2MA+2AB ^ 
3AB; quindi 2MA = AB. 

Sol. III. Col eentro A , raggio 
AB si descriva la semicirconferenza 
BCDE ;§ 64) (fig. 16). Col centro fi, 
raggio BE si descriva 1' arco indefi- 
nito PEp. Col centro E, raggio EC 
si tagli quello in P e p. Coi centri 



P e p, B collo stesso raggio P E si descrivano due archi , che 
si taglino in Af. Sarà M il punto cercato, 

Dim. Il panto M sarà sulla retta BE (§ 13); e sostitnendo 
nell'equazione (§ 19) pP. pQ = (Ap)» le distanze , ossia le rette 
corrispondenti di qnesta Figura, ne verri l'equazione EM. EB 
=[PEf . Quindi a cagione di (PE)^ ^(ECp = 3 (AB)^ (12, lib. 
XIII) (§ 2), si avrà 2AB . EM = Z{ABf , e dividendo per AB; 
2EM ^ 3-^fl; ovvero 24£ + 2^itf=3^S; e tolte le quantità eguali 
2AE, 2 AB, risulta 2AM=AB. 

Sol. IV. Descritta la semicirconferenza BCDE (§ 64), col 
eentro B, e col raggio BD (flg. 17) sj descriva nn arco indefi- 
nito aDp. Collo stesso raggio BD, cen- 
tro E si tagli quest' arco in a. Col 
raggio Aa , e col centro E si tagli 
quest'arco aDp in P, e p. Collo 
stesso raggio Aa, e coi centri P e. p 
si segnino due archi , ohe si taglino 
in M. Sarà M il punto cercato. 

Dim. Il punto M sarà sulla retta 
BE (§ 13). Fatte poi le debite sosti- 
tuzioni nell'equazione (AQ)^ = (-^pT 
+ pQ.. PQ. (§ 18) , si avrà (PB)^ = 
(PEf + EB. MB; ossia (BDy^(Aay 
+2A/Ì. MB; ossia ^^AB^ (12, lib. XIII) 

(§ 2) ^ 2 {ABf (§ 27) -I- 2 AB. MB. Quindi sottraendo 2{:ABy , 
risulta AB — 2 MB. 

Molte altre soluzioni si possono dare a questo Problema o 
adoperando nuovi raggi di cerchio , o combinando tra loro le 
soluzioni date qui sopra; ina stimo superfluo indicarle. Una 
assai semplice, ma che però in pratica non conduce a molta 
esattezza, perchè in essa l'intersezione degli archi si fa ad un 
angolo troppo acuto, b la seguente : 

Sol. V. Col I-aggio AB, centro A (ftg. 14) descritta la se- 
micirconferenza BCDE (§ 64); col centro E, raggio EB de- 
scritto l'arco indefinito PBp; col centro B, raggio BA tagliando 
quest'arco in P e p; con questi centri P e p, e collo stesso 
raggio BA si descrivano due archi, che si taglino in M. Sarà 
M il punto cercato. 



im. Il punto M sarà sulla BE (§ 13). Essendo poi simili 
triangoli isosceli PBM, PBE a cagione d'un angolo alla 
omune in B (5 e 32, lih. 1; 4, lib. VI); aarA BE : BP : : 
ìjtf; quindi (17, lib. VI) BE . BM={BPf ^ [ABfi , ossia 
Iì^f=(ABy- : quindi dividendo per AB, risulta ÌBM^AB. 
. Prob. Proseguire a suddividere in due parti eguali colla 
mplice costruzione (fìg. 18), la 
i N\ la ^^V in O; ecc. all'in- 

'{. /. Essendo stata descritta la 
[■conferenza BCDE col raggio 

64) , e collo stesso raggio , e 
itro B l'arco indefinito /"CAp'; 
itri E e B, e co! raggio BE i 
■chi R'Q'P'Bp'q'r' , PQRErqp; 
itro E, raggio EC l'arco PCp; 
centri P" e p' , raggio AB si 
ano due arctii ; essi si taglie- 
in M al mezzo della AB (Sol. V, 
Se coi due centri Pep, raggio 
descrivano due archi ; essi si taglleranno pure nel mé- 

punto M (Sol. Ili, § 66). 
a si faccia ad AP'^Bf^=B<i'=q'Nr^<X>< (8 H)- Sarà il 
N alla metà della AM. 

faccia ad AQ'=!iIi'=Br'=r'0 = B'O. Sarà il punto O 
ìth della AN. 

aiutando collo stesso metodo, si dividerebbe AO in due 
guali ecc. all'infinito. 

m. S'immagini una retta J''A, che divide in due la base 
. triangolo /"BE (§ 12). Sarà (Bi"/' + (P'E)'^ = 2(A Bf 
"')"■ (§ 26). Quindi sostituiti 1 valori di Bl" — AB e di 
2AB, e sottratto 2(^fi)V si avrà 3 {ABy^ = 2 {AP'f , e 
dividendo per 2, risulterà {AP'f = (BQ'y = 'I, (ABf. 
y poi 2V nella retta BE (§ 13); sarà il triangolo isoscele 
limile al triangolo isoscele Q'BE a cagione dell' angolo 
i in B (5 e 32, lib. I, e 4, lib. VI). Quindi {BQ'f = 
E (17, lib. VI). Quindi paragonando tra loro i due valori 
')', si avrà y, (ABy ^ BN. BE = 2. BN. AB , e divi- 



dendo per 2AB, si avrà '/, AB = BN. Dunque AT>^ = "/, ^^■ 

Istessamente si avrà(BQ7 + (Q'EF ^ 2(^B)= + 2f^Q')^ 
{§ 2fi), quindi '/, {AB'f + ^ABf — L'(^B)a -f 2(^Q'>^ , e ridu- 
cendo si avrft V, (^B)2 = {^Q')^ = {BR'y- . Ma (fi/;')^ = BO. 
BE:^2AB. BO. DuQque '/, (ABy = 2 AB. BO, e quindi '/, AB 
=■- flO; ed ^0 = 'j, AB; ecc. 

Arf. i/. Si feLCcia. ad AP=^EQ^Eq^qN^QN. Sarà il punto 
iValla metà della A.V. SÌ faccia ad AQ=ER=^Er=rO^IlO. 
Sarà il punto O alla metà della AN. Seguitando collo stesso 
metodo si dividerebbe in due la AO, cosi via via all' infinito. 

Dim. Poiciiè si ha (§ 26) (PEf + (PByi = 2 (AB)' + 
■ì(APf , e sostituiti i valori di (PE)3 = (CB)^^ 3 (A Bf (12, 
lib. Ili) (§ 2), e di (PBy = (BEf = 4{ABy ; si ha 7 (AB)' = 
2 (ABf + 2(APf . Quindi tolti via 2 (ABY , e dividendo per 2, 
si ha V. (^B)* =(.4P)'J ^ (ECiy . Ma (EQ)i' ^ EN. EB a ca- 
gione de' triangoli isosceli simili EQ^ , EQB (§ 13) (5 e 32, 
lib. I, 4 e 17 lib. VI). Dunque V. (ABf = EN. EB~2EN. AB; 
e dividendo per 2 AB si ottiene "/, AB = £.V; ed AN^'j^ AB. 

Collo stosso metodo ragionando si avrà (QE^ -\- (QB)"' = 
2 (i4B)'-|-2 (AQY . Quindi '/, (ABy+ 4 (ABf = 2{ABy-\-2 (AQy. 
Quindi pure "HABy = (AQy = (ERf = EO. EB^2 AB. EO. 
Quindi dividendo per 2 ^B , si ottiene 7, A B^EO," od AO 
= '/h ^^' ^'^<'- 

Sol. ITI. Col centro A, raggio AB descritta la semicircon- 
ferenza BGDE (§ fi4) (flg. 19), collo stesso raggio .4B, e coi 
centri B ed E descritti gli archi GP, 
Dp indeAniti ; cogli stessi centri B ed 
E, e col raggio BE descritti gli archi 
Epqr, BPQR ; si sarà potuto trovare il 
punto M col fare PM= PB ; EM= Pp 
(Soluz. II, § 66). I 

Ora si faccia ad AP=BQ=Qy^=.Eq. 
Si faccia pure a, Qq = EW. 

Sarà il punto ^alla metà della AM. 

Si faccia parimente ad AQ= BR = 
BO = Er. Si faccia pure ad Rr — EO. 

Sarà il punto alla metà della AN. Ecc. 

Dim. Fatte le dovute sostituzioni nolla Flg. 5 {§ 23) ; si 



avrA Q5. BE={BE)*-(BQy. Ma BE=2AB; (BQ)*= '/, ^B)' 
(Vedi la dimostr. della Sol. I). Dunque 2Qq . AB^^{ABy — 
7j (-^B) ^, e dividendo per 2^B , e ridncendo si ha Q^ = 
'/j ^B. Dunque anche EN = '/^ ^B. Dunque essendo la AB la 
stessa nelle due Fi^re 18 e 19, saranno pure gli stessi i lati 
dei due triangoli Q,'NE Fig. 18, Q,NE Fig, 19. Quindi sovrap- 
ponendo i tre punti B, Q, E della Fig. 19 sovra i tre B, Q', 
E della 18 , anche i punti N delle due Figure coincideranno. 
Dunque ecc. 

Istessamente facendo le dovute sostituzioni nella Fig. 5 
{§ 23), si ha Rt . BE^(,BEf — {BRf . Ma {BRf = 7^ {A Bf 
(Dimostr. della Soluz. I); dunque Rr. BE—^BEf — 7, {ABy . 
Ovvero sostituendo 2AB a BE; 2AB. Iir^4(AB)^ - 'UiABf 
E dividendo per 2AB , e riducendo si ha Rr ~ "/^ AB ~ OE. 
Dunque coincidendo i punti E , R , B Ai questa Fig. 19 coi 
punti E, R', B della Fig. 18 , ed essendo qui le RO ed EO 
eguali rispettivamente alle 1^0, EO della Fig. 18 ; coinciderà 
anche il punto 0. Quindi O sarà alla metà di AN. Nella stessa 
guisa si dimostrerebbe in seguito fino all'infinito. 

Si potrebbero usare altre maniere di trovare gli stessi punti; 
ma passeremo ad altre divisioni della AB in un diverso nu- 
mero di parti, 

68. Prob. Dividere in tre 
parti eguali la distanza AB. 

Sol. Alla AB si aggiunga- 
no in linea retta dì qua e di là 
ie due distanze AE, B V eguali 
alla .4«(S 154) (Fig. 20). Coi 
centri .E e K, e col raggio 
EV sì descrivano due archi 
indefiniti QEq, PVf. Cogli 
stessi centri £ e F, e col 
raggio EB si descrivano due 
altri archi, che tagliano i pri- 
mi in Q, q, P, p. Con questo 
stesso raggio EB, e coi centri 
P,p si descrivano due archi, 
che si tagliano iu t. Collo 
stesso raggio , e coi centri 



87 
Q,q si descrivano due archi, che ai taglino in T. Sarà la AB 
divisa in tre partì ne' due punti T, t. 

Dim. I punti T , t saranno nella retta VE (§ 13). Sarà 
poi il triangolo isoscele EQT simile all' isoscele EQV, avendo 
un angolo comune in E (5 e 32, lib. I, 4, lib, VI). Dunque {QEf 
=ET. EV (17, lib. VI). Sostituendo in questa equazione a QE, 
•2AB, ad EV, ^AB, ne verrà '/a AB = ET; e quindi AT ^ 
'/j AB. Nella stessa maniera si dimostrerà, che anche Bt è un 
terzo di AB, e quindi anche Tt. 

69. pTob. Dividere una distanza AB in un qualunque nu- 
mero di parti eguali. 

Sol. Da un esempio , o due si rileverà meglio la regola 
generale (fig. 21). 



Es. I. Sia la distanza AB da dividersi in cinque parti e- 
guali. Ad essa si aggiungano in linea retta le quattro distanze 
eguali alla medesima AE, EF, FG GH (§ G5), in maniera che 
resti quintuplicata in BH, ossia moltiplicata per tante unità, 
in quante parti si vuole dividere la medesima. Cogli estremi 
B ed //"come centri , e col raggio AB della lunghezza della 
distanza, che si vuol dividere, si descrivano i due archi inde- 
finiti AC, Gì. Cogli stessi centri B ed H , e col raggio BH ai 
descrivano i due archi ///, BC. Col centro C, e col primo rag- 
gio AB si descriva un arco indefinito BQ. Col raggio CI, centro 
B, si descriva un arco, che tagli 1' arco BQ in Q. Sarà la di- 
stanza B Q sulla direzione della B A , e sarà la quinta parte 
di essa. 

Se adesso alla BQ si aggiunge l'eguale Qq (§ 64) , quindi 
le altre eguali qr , rs , si avranno determinate tutte le quinte 
parti della £A. 



Es. II. Se si vuole dividere la AB in sette parti (flg. 22); " 



si formi la BH sette volte maggiore della BA. Cogli estremi 
di questa cioè coi ponti B ed //, e col raggio AB sì descri- 
TRDO gli archi indefiniti A C , Gì. Cogli stessi centri B ed H, 
e col raggio BH si descrivano i due archi HI, BC. Col centro 
. C, e col primo raggio AB si descriva un arco indefinito BQ. 
Col raggio CI, centro H, si tagli quest' arco in Q; sarft BQ 
sulla direzione della BA, e sarà la settima parte di essa. 

Dim. Essendo il triangolo CQJ di lati rispettivamente e- 
guali al triangolo IHQ; sarà 1' angolo CIQ = IQH (8, lib. I), 
quindi CI parallela ad HQ (28, lib. 1). Essendo poi la CI pa- 
rallela anche alla BH {§ 23), sarà il punto Q sulla BH. Quindi 
avendo i due triangoli iflosceli CBQ, CBH un angolo alla base 
comune in B; saranno simili (5 e 32, lib. I; 4, lib. VI), e sarà 
HB:BC:: BC\:BQ, ossiti HB: AB:: AB: BQ. Quaoie volte 
dunque la HB sarà maggiore della ^J}, altrettante ÌaAB sarà 
maggiore della BQ,. 

Sol. II, Si voglia dividere la ^ B per esempio in cinque 



parti (flg. 28). Determinata, come nella Soluz. I, la BH cinque 
volte maggiore della AB; col centro H, e col raggio HB si de- ■ 
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Scriva un arco indeterminato CBc. Ora col raggio BA , e col 
centro B si descriva la semicirconferenza e C K {% 64). Collo 
stesso raggio AB , e col centro C si descriva V arco BQ. Col 
raggio CK, e col centro B si tagli quest'arco in Q ;. sarà BQ 
la quinta parte della BA posta sulla stessa direzione. 

Dim, La retta BK sarà sulla continuazione della Bc (15, 
lib. IV). Fatte perciò le dovute sostituzioni nel § 22, si avrà 
KC . BH = {BCy = {ABy ; e quindi (17, lib. VI) BHiABi: AB: 
KC. Ovvero BHi AB : : AB: BQ. Quanto dunque la. B H sarà 
maggiore della A B , tanto la stessa A B sarà maggiore della 
BQ; e se sarà BH^=bAB, sarà anche AB = òBQ, Per V egua- 
glianza poi dei lati tra loro nei due triangoli BKC , BCQ si 
avrà l'angolo KCB=^CBQ (8, lib. I). Ma all'angolo KOB è pur 
eguale T angolo CBH (§ 22). Dunque la BQ è sulla direzione 
della BH, 

70. Sì vede chiaramente, che quest'ultimo Problema (§ 69) 
può molto servire nella pratica per dividere in linee un piede 
dato, e già diviso in pollici; poiché col metodo di esso essendo 
BH eguale a dodici pollici, riuscirà BQ eguale ad una dodice- 
sima del primo pollice AB, cioè ad una linea. Nella stessa ma- 
niera il metro già diviso in decimetri si potrà suddividere in 
centimetri. Se sarà già descritta la retta ABy sulla quale si ha 
a trovare il punto Q; 1' operazione sarà più sempHce , poiché 
senza descrivere col centro C, raggio AB T arco BQ, basterà 
tagliare in Q la data retta AB colle aperture di compasso in- 
dicate qui sopra. 



LIBRO QUARTO 



dell'addizione e sottrazione delle I 

DELLA SITUAZIONE DELLE PERPENDICOLARI E DELLE PARALLELE 

71. L'aggiungere, o togliere una distanza da un'altra data, 
che è cosi semplice e tacile a farsi col compasso e colla riga, 
tirando una retta indefinita pei due estremi della prima distanza, 
e sopra essa aggiungendo, o togliendo la seconda distanza col 
compasso (3, lib. I) non è certo cosi pronta cosa, e spedita a 
farla col solo compasso; né qai si propongono questi Problemi 
come di grande uso; ma solo perchè si vegga non poter esserci 
alcun Problema della Geometrìa Elementare, che non si possa 
anche sciogliere col compasso solo nel senso spiegato (§ I), il 
che si dimostrerà poi più rigorosamente a suo luogo, e perchè 
non manchi alcuno degli Elementi di questa nuova Geometria 
giusta la promessa (§ 7). 

72. Prob. Dalla distanza AB togliere una distanza eguale 
a CD (fig. 24). 

Sol. Col raggio CD, e 
co! centro B (se la distanza 
si vuol togliere da quella par- 
te) si descriva un cerchio 
FQEH. Col centro A , e con 
qualche raggio si descriva un 
arco, che tagli il cerchio in 
£ ed i^. Si divida in due 
l'arco EG^ (§. 60) in 6. sarft 
il ponto G sulla retta BA, e 
sarà GA il resìduo. 

Dim. Avendo i due triangoli EBG, FBO i lati eguali; sarà 
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l'angolo EBG=FB6 (8, lib. I). Sarà dunque l'angolo EBG e- 
guale alla metà dell' angiolo EBF. Avendo pure i lati eguali 
tra loro i due triangoli EBA, FBA; ai proverà nella atessa ma- 
niera , che anche 1' angolo EBA è la metà dell' angolo EBF. 
Dunque 1' angolo EBG è eguale ad EBA. Dunque il punto G 
è sulla BA. Ma è anche BG eguale alla CD. Dunque GA sarà 
il residuo della AB toltane la CD. 

73. Prob. Alla distanza AB aggiungere la distanza CD in 
linea retta (Sg. 24). 

Sol. Col centro B (se l'aggiunta si vuol fare da quella par- 
te), e col raggio CD si descriva il cerchio FGEH. Col centro 
A, e con qualche raggio ai descriva un arco, che tagli il cer- 
chio m E ^ F. Si divida in due 1' arco EHF in H (§ 60). 
Sarà ii punto H sulla retta AB; e sarà ^4/^ la somma delle due 
distanze AB, CD. 

Dira. Per l'eguaglianza de' Iati tra loro ne' due triangoli 
EBH, FBIl, cosi pure ne' due triangoli EBA, FBA si troverà 
{8, lib. I) l'angolo EBIlr^FBII, e l'angolo EBA=FBA. Dunque 
EBH-\-EBA—FBIJ-^FBA. Ma la somma di lutti questi quattro 
angoli è eguale a quattro retti (13, lib. IJ. Dunque la loro metà, 
per esempio EBII+EBA, sarà eguale a due retti, e quindi la 
HBA sarà una retta (14, lib. I). È poi BH=CD. Dunque AH— 
AB -I- CD. 

74. Prob. Sulla AB da A verso B collocare la CD maggiore 
della AB (fig. 25). 

Sol. Col centro A, e col raggio 
CD si descriva uu arco indefinito 

LMN, ovvero un cerchio intero. Col '' 

centro B, e con raggio arbitrario 
si descriva un arco , che tagli il 
primo ne' due punti /., ed N. Si 
divida in due parti eguali l'arco 
L N (§ «0) in M. Sarà la A M la 
stessa CD posta a quel luogo, che 
che si voleva. 

Dim. Col metodo delle dimostrazioni de' due Problemi pre- 
cedenti (§§ 72 e 73) si troverà, che essendo l'angolo LMA~ 
NMA (8, lib. I) = 7, LMN; cosi pure L^B^KMB = '/, LMN; 
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sarà LMA=LMB, e quindi ABM retta. È poi anche eguale a 
CD, Dunque ecc. 

75. Aw, Se l'arco descritto col centro B tagliasse ad an- 
goli troppo acuti l'arco descritto col centro A; il che succede, 
quando AB è troppo piccola per rapporto a CD; alla BA 8i ag- 
giunga l'eguale AE in linea retta, e l'arco LMN descritto col 
centro A si tagli con un arco descritto col centro JE? in /^ ed 
N, Se anche in tal caso gli angoli de' due archi riuscissero 
troppo acuti; si triplichi, si quadruplichi , ecc. (§ 65) la retta 
AB da A verso B^ fino a che l'ultimo suo punto preso per centro 
del secondo arco dia gli angoli d' intersezione in L ed A"" più 
vicini all'angolo retto. Si faccia lo stesso in casi simili pei §§ 72 
e 73. 

76. Prob, Dati i due punti A e B; trovare un punto H 
tale, che la retta BH sia perpendicolare alla AB in B ed eguale 
ad una data CD (fig. 26). 

Sol, Col centro B , e colla distanza CD per raggio sì de- 
scriva un cerchio FEHG, Col centro A , e colla distanza AB 
per raggio si descriva un arco , che tagli il cerchio in F ed 
E, Si determini la semicirconfererza FEG 
(§ 64). Si divida in due egualmente l'ar- 
co GÈ in // (60). Sarà H il punto cer- 
cato. 

Dlm, Per la simiglianza de* due trian- 
goli GEB, EBA (§ 22) sarà l'angolo GEB 
=EBA, e quindi GÈ parallela a BA (28, 
lib. I). Ma BII, che divide in due egual- 
mente r angolo GBE , è perpendicolare 

alla corda GÈ (9, 11 , 12 lib. I). Dunque anche alla BA (28, 
lib. I). Ma è in oltre BH= CD, Dunque H è lì punto cer- 
cato. 

Se la AB fosse troppo minore della CD; si duplichi , o si 
triplichi ecc. (§ 64, 65). 

77. Prob, Dati i due punti A e B ; trovare un punto D 
in guisa, che la DA sia perpendicolare alla AB (fig. 27). 

Sol. Preso un raggio arbitrario (per esempio la stessa AB); 
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tìon esso, e coi due centri A e B si de- 
scrivano due archi, che si taglino in C 
Con questo stesso raggio, e col centro C 
si descriva la semleirconferenai BAD 
(§ 64). Sarà D il punto cercalo. 

I>im. L'angolo DAB b nel semiccv- 
chio. Dunque è retto (31, lib. III). 

78. Proh. Dati i due estremi d'una 
retta AB e un punto D fuori di essa, 

trovare un altro punto E (fig. 28), che determini la posizione 
della DE perpendicolare alla AB, e il punto M, dove la taglia. 

Sol. Si faccia ad AD=AE, 
B. BI) = BE (§ 11). Sarà E il 
primo punto cercato. Si divida 
DE per metà in M (§ 06). Sarà 
M il secondo. 

Dim. Resta dimostrata que- 
sta Soluzione dal § 14. 

79. Prob. Trovare due punti 
di una retta, che sia perpendico- 
lare al mezao delia DE{&g. 28). 

Sol. Preso un raggio arbitrario, si faccia a questo— Z)J = 
EA. Preso lo stesso raggio, o un altro arbitrario , si faccia a 
questo dall' altra p8irle=DB—EB. Saranno ^ e Zi i due punti 
cercati, 

Dim. Resta dimostrala questa Soluzione dal % 14. 

80. Prób. Dati due punti -4 e ii d' una retta , e un pnnto 
C fuori di essa (fig. 29), pel quale si voglia condurre una pa- 
rallela alla AB; trovare un altro 

punto D , che ne determini la po- 
sizione. 

Sol. Si faccia a CA=BD (§ 11); 
BA^CD. Sarà /> il punto cercato. 

Dim. Nei dne triangoli CDB, 
CAB, che hanno i tre lati eguali 

iVa loro , V angolo DCB è ugnale all' angolo CBA (8, lib. 1). 
Dunque CD è parallela ad AB (28, lib. I). 

81. Prob. Dati due punti A, e B d'una retta, e nn punto 



e fìiori di essa; collocare a qnesto ponto C una distanaa CE; 
(fig. 30); cosicché la ret- 
ta CE sia parallela alla 
AB, e sia eguale ad una 
data MN. 

Soluz. Trovato un 
punto D della parallela, 
che passa per C col me- 
todo del Problema pre- 
cedente (§ 80), sulla di- 
rezione di questa CD si 

ponga la UN sottraendola ad essa, se è minore (§ 72) , o ag- 
giungendola dall' altra parte (§ 73), o collocandola sopra essa 
da C verso D, se è maggiore (§ 74), secondochè richiederanno 
le condizioni del Problema. 

Questa Soluzione non ha bisogno di dimostrazione. 

82. 'prob. Esaminare se i ti-e punti A, B, C sono in linea 
retta (flg. 31). 

Sol. Coi centri A e C, e 
con un raggio arbitrario, per 
esempio ^P, si segnino due 
archi , che si taglino in U 
ed E. Si osservi, se sia DB= 
ED. Se ciò è: i tre punti A, 
B, C sono in linea retta. Al- 
trimenti no. 

Dim. Se è anche DB = 
EB , sarà I' angolo DAB = 

EAB=^^I, DAE (8, lib. I), a cagione dei lati eguali tra loro 
ne' due triangoli DAB, EAB. Ma nei triangoli DAC, E^C'per 
la stessa cagione sono eguali gii angoli DAC, EAC, e peròe- 
guali ciascuno alla metà dell'angolo DAE. Dunque sarà DAB 
—DAC\ e quindi 1 tre punti A, B, C in linea retta. Se poi DB 
sia maggiore o minore di EB; anche l'angolo JS^S sarà mag- 
giore o minore dell'angolo EAB (25, lib. 1), e quindi non po- 
trà essere eguale all'angolo DAC, non potendo essere eguale 



alla metA dell'angolo DAE. Dnnqne i tre paoti A, B , C non 
potranno essere in linea retta, 

83. Prob. Dati i tre punti A , B , D esaminare se la DA 
sia perpendicolare ad AB (fig. 32). 

Sol. Si duplichi la AB in E 
(§6-4)perviadelseraicircoloS/'QE. 
Si osservi se sia DB — DE. Se lo 
è, l'angolo DAB è retto. Altrimenti 
non lo è. 

Dm.. Essendo retta la BAE 
diametro del cerchio ; la DA farà 
con essa due angoli, la somma de' 

quali sarà eguale a due retti (13, lib. I), Ne' due triangoli poi 
DAE, DAB, che hanno i lati AE, AB eguali fra loro, e 11 lato 
AD cornane, se il lato DE sarà eguale al Iato DB:, anche l'an- 
golo DAE sarà eguale all'angolo DAB (8, lib. I) , e però en- 
trambi retti. Se poi DE sarà maggiore, o minore di DB; an- 
che l'angolo DAE sarà maggiore o minore dell'angolo DAB: 
quindi uno sarà acuto, e l'altro ottuso (25, lib. I). 

84. Prób. Esaminare se la retta, che passa per due punti 
dati D, F (flg. 33), sia perpendicolare alla retta, che passa per 
altri due punti dati A, B. 

Sol. Per via del punto /> si 
trovi la perpendicolare DE alla. 
AB (§ 78). Si esamini, se i tre 
punti D, E, F sono in linea 
retta (§ 82). So si; la DF è per- 
pendicolare alla AB; altrìmeu- 
ti no. 

IHm. Poiché la DE è per- 
pendicolare per costruzione; so 
lo è anche la DF, sarà la stessa 

retta; poiché da un punto D ad una retta AB non si possono 
condurre due perpendicolari (CotoH. Prop. 32, lib, 1). 

85. Proh. Dati due punti A, B d'una retta (fi^, 3i) e due 
C, D d'un'altra; esaminare so sieno parallele. 

Sol. Si faccia ad AD ^ AE; a BD^BE {§ 11), SI faccia 
pure ad AC = AF, a B<7= BF. Si osservi, se sìa DE ^ GF; 
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se ciò è; saranno parallele; se no : conver^ranno dal 
della minore. 

Dim. \ja DE , CF sono 
perpendicolari alla AJÌ,% sono 
tagliate per metà dii ossa in 
due punti .V ed N (% 14). 
Dunque sono duple rispetti- 
vaihente delle distanze DM, 
Cy dei punti D e C dalla 

retta AB. Se dunque saranno eguali, le distanze saranno eguali, 
e quindi le AB, DC parallele; altrimenti convergeranno. 



LIBRO QUINTO 



DELLE DISTANZE PROPORZIONALI 



86. Prob. Trovare una terza proporzionale alle due di&tauze 
Qp, MN (fig. 35), delle quali la prima Qp è maggiore della 
seconda MN. 

Sol. Col centro Q, e col rag- 
gio Qp si descriva mi arco in- 
detinito Ap H. Col centro p , e 
col raggio -l/.V si descriva la 
semicirconferenza BAS. Sarà AS 
la terza proporzionale. 

Dim. Pel Lemma del § 22 
sarà AS . pQ — (ApY. Dunque 
AS.p(ì^(MN)'. Quindi (17, lib. 
WDpQ-.My-.: MN:Ah. 

87. Trovare una terza proporzionale alle due distanze Qp, 
MN (ttg. 36}, delle quali la prima è minoTe della seconda, ma 
però maggiore della metà di quella. 

Avv. Ci accorgeremo, che la Qp sia maggiore della mela 
della ^.V, se i dne circoli descritti coi centri Q e p, che sono 
gli estremi della prima distanza, e eoi raggi Qp ed MN, che 
sono le due distanze date, si taglino tra loro come nella figura. 



Sol. È la stessa, che la prece- 
dente applicala alla &g. 36. 

IJim. E la stessa , che la pre- 
cedente. 

88. Se il circolo ^6Q' descritto 
col centro Q, e col raggio Qji 
non si tagliasse in'alcun punto col 
circolo descritto col centro^, e col 
raggio MN, come nella flg. 37; ser- 
virà il problema seguente. 

89. Prob. Trovare una terza 

proporzionale alle due distanze ((ig. 37) Qp , MN , delle quali 
""la prima è minore della metà della 
seconda. 

Sol. Col ceniro p, raggio ,1/iV si 

descrìva un arco indefinito BAS. Col 

centro Q , 

^raggio Qp si 

descriva la 

i ivTvnz&pbQ' 

j (§ fi4). Col 
centro '_Q', 
raggio Q'p 

I si descriva 

I un arco in- 
definito. Se 

glia t'arco BAS in due punti B ed A; 

Ja semicirconferenza BAS' (g 64), Col 

< stesso § 64 alla AS' si aggiunga in 

n'eguale'5'5. Sarà AS la terza propor- 

ha (§ -2-2) AS' .pQ'=(Apy^(MNf. Ma 
)unque 2AS' . pQ = (MN^ ; ossia AS . 
Quindi (17, lib. I) pQ: MN: : MN: AS. 
(romeno l'arco pc^" descritto col centro 
e col l'aggio Q'p tagliasse l'arco BAS 
lentroj*, e col raggio MN; si determini 
inferenza pcQ"; col centro Q", e col rag- 



gio C£'p si descriva ao arco indefinito. Se questo taglia l'arco 
BàS in due punti A & B\ si determini la semicirconferenza 
BAS' {% 6i). Si quadraplichl AS' (§ «5), e sia A8=i:A8' . 
Sarà questa la terza proporzionalo cercata, 

Dim. Poiché si ha (§ 22) AS' .p<^'^{Apy={MNy. Quindi 
A,AS' .pCl^iMNf^AS.pQ.. Quindi (17, hh. Yl) pQ.: MN : : 
MN:A8. 

91. Nella stessa guisa si procederebbe oltre, se nemmeno 
la distanza Q"/> fosso maggiore della metà della MN ; cioè si 
prenderebbe una distanza dupla di essa, e ottupla di Qp, e si 
ottuplicherebbe la AS', che ne venisse detertninata. Questa di- 
stanza ottupla della AS' sarebbe la terza proporzionale cercata; 
e cosi via via. 

La dimostrazione è come le precedenti. 

92. Anche nel caso che la prima distanza Qp fosse bensì 
maggiore della metà della seconda -If.V, ma di poco , gioverà, 
duplicarla, perchè le intersezioni de' due cerch.j si facciano ad 
angoli non tanto acuti, ma più vicini al retto (§ 9). 

93. Trovare la quarta 
pi-oporzionale alle tre di- 
stanze PQ, RS, r F(tig. 39). 

Sol. Con un medesimo 
centro 0, e colle due pri- 
me distanze prese per' raggi 
si descrivano due cerchj, 
cioè col raggio /'Q il cer- 
chio BC, e col raggio US 
il cerchio DE., Colla terza 
distanza 7'Fprcsa per rag- 
gio, e fatto centro in qual- 
che punto B della prima 
circonferenza, si sogni iin 
arco , che la tagli in C. 
Con un raggio arbitrario 
fatto centro in lì si segni 

un arco, che tagli la seconda circonferenza in D. Collo stesso 
raggio BD fatto centro in C si tagli la stessa circonferenza in 
un prossimo punto E. Sarà DE la quarta proporzionale. 



Dim. A cag^ione dei lati egnali tra loro nei due triangoli 
COE, BOD si avrà l'angolo COE=BOD (8, iib. I). E tolto da 
entrambi (o aggiunto) l'angolo lìOE, si avrà 1' angolo OOB^ 
^^EOD. Sarà dunque anche la somma degli angoli 0GB, OBC 
eguale alla somma degli angoli OED , ODE (32, lìb. I). Ma i 
due triangoli COB, EOD sono isosceli. Saranno dunque le due 
semisomme, ossìa gli angoli alla base, eguali (5, Iib. T). Quindi 
i triangoli saranno simili (4, Iib. VI), e si avrà CO: DO : : CB: 
DE; ossia PQ: RS: : TV: DE. 

94, Avv. I. Gioverà prendere il raggio arbitrario BD in guisa 
che l'angolo BDO riesca vicino al retto {§ 9), il che si può fare 
ad occhio. 

35. Avv. II. Se la terza distanza Tf non al potesse collocare 
come corda in flC,ilcbe avverrà, quando la JTsarà maggiore 
di due volte la PQ; converrà duplicare le due distanze PQ, RS 
(§ 64), e con esse cosi duplicate descrivere i due cerclij BC, 
DE, e fare tutto il resto come sopra (§ 93). Se ciò nemmeno 
bastasse, converrebbe triplicarle ecc. Gioverà pure duplicarle, 
o triplicarle ecc. , quando la TV si potesse bensì applicare per 
eorda al primo cerchio, ma essa fosse qnast eguale al diametro 
di quello; e ciò per ischivare le sezioni ad angoli acuti, e otte- 
nerne delle altre più vicine all'angolo retto. 

Ciò resta dimostrato dall' essere FQ:RS:: 2PQ : 2RS : : 
bPQ : ZRS ecc. Quindi avendosi fatto come 2PQ a 2RS, ovvero 
come 'òPQ a 3R8 ecc., cosi BC a DE, sarà sempre come PQ 
ad RS; cosi BC a DE; cioè come PQ ad RS , cosi TV a DE 
(4, Iib. V). 

96, Prob. Dividere la MN in P In parti proporzionali alle 
due distanze date PQ, RS (flg. 40). 

Sol. Alla l'Q si aggiunga in linea 
retta la QF eguale alla RS (§ 73). 
Alle tre P V, MN, PQsi trovi la quarta 
proporzionale (§ 93), la quale si col- 
lochi sulla MN in MP , il che si fa 
sottraendola dalla MN (§ 72). Sarà 
fatto. ^ 

/Jm.Essendo PVlMN ::PQ:MP,^ 
sarà ancora PViMNt: QV-.PN {5, Iib. V). Sarà dunque PQ: 



50 
MP-.-.QV-.Py. Quindi (16, lib. V) PQ: QV: : MP: PN; ossia 
PQ:RS.:MP..PK. 

97. Prof). Dividere la AB (%. 41) in estrema e media ra^ioue. 
Sol. Col centro A, raggio AB 

si descriva il cerchio BDd. Si fac- 
cia nella saa circonferenza ad AB 
^BC'=CD^I)E^Ed. Si faccia a 
BD — Ba = Ea. Si faccia ad Aa 
^^Db=db. Sarà la AB divisa in b 
in estrema, e media radono , e si 
avrà BA : Ab : i Ab : bB. 
Dira. Vedi il § 46. 

98. Anche quest' ultimo pio 
blema (§ !t7) è uno di quelli, i quali 
si sciolgono molto più semplice- 
mente col solo compasso , che col 

compasso e colla riga insieme, come si pa6 vedere confrontando 
questa soluzione colle soluzioni geometriche conosciute. La dìmo 
strazionc tuttavia riesce più complicata. 

99. /Voi.. Tra le due distanze date AB e CD (fig. 42) tro- 
vare la media proporzionale. 

Sol. Sulla Alt si 
aggiunga ad essa la VI) 
da Sin «^(§73). Si di- 
vida por metà, la Ali 
in /•(§ fifi). Alla tì^* si 
aggiunga in tinca retta 
l'eguale BF{% f!4). Coi 
centri F, f, e col rag- 
gio fA si descrivano 
due cerchj , che si taglino mM. Sarà BM la media proporzionale. 

Dim. Essendo ì punti f , B , F sulla stessa retta HA , ed 
essendo eguali rispettivamente i lati dei due triangoli MBf, 
MBF, sarà I' angolo MBf= MBF (8, lib. I) , e però entrambi 
retti (13, lib. I). Sarà dunque la MB perpendicolare al diametro 
ff.fl del semicerchio HMA. Quindi (lì!, lib. VI) AB ; BM : : BM : 
BH, ossia AB : BM : : BM : CD. 



LIBRO SESTO 



DELLE RADICI 



100. Prob. Trovare facilmente le radici dei numeri interi 
dall' uno fino al dieci (iig. 43) , prendendo per unità la di- 
stanza AB. 

Sol. Col raggio AB aì dcaerìva il 
cerchio BDd; si faccia nella sua circon- 
ferenza ad ^Ji=56'=C7>—Z>i;=£tf^rfc. 
Coi centri fl ed E, e col raggio BD si 
segnino degli archi, che si taglino in n, 
ed 7.. Collo stesso raggio BD,e coi cen- 
tri /> e ri si segnino due archi,, che si 
taglino in V. Col l'aggio Aa, e col cen- 
tro B si tagli la circonferenza in F. Coi 
centri B ed F, e col raggio AB si se- 
gnino due archi, che si taglino in T. Si 
avrft 



AB^ri- 


oT=v-B 


A«==fn 


cv^vl 


no = f-à 


na = V8 


BE^n 


BV=fS 



E'I = V"5 TV = nQ 

Dim. Si è dimostrato essere (Aay=2 (§ 27). Dunque Aa 
— y"à. Si è dimostrato essere BD=^]/'S {§ 2). Si ha poi BE =2 

Avendo poi i due triangoli BTA, T^J'i lati eguali tra loro; 
sarà l'angolo BTA=TAF (8, lib. \). Quindi BT parallela ad FA 
(28, lib. I), e però anche la BT si troverà perpendicolare a BA, 
come la FA (§ 27) (27 , lib. I). Avendo poi il punto 4 e il 
punto E la stessa distanza dai punti D b d, cosi pure il punto 
a e il punto V; saranno i quattro punti B, A, E, V sulla stessa 
retta (§ 13), e sarà EV=BA (§ 14). Sarà dunque {Ery={TBy 
+(BEy (47, lib. I) -{ABf+4(ABf=5; quindi ET=y'ò. Istea- 
samente (aVy^(Aay+(AV)\ Ma essendo EV=^BA; è ancora 
AV^BE^2AB; quindi (AV)*=^ABy=i; ed è (^o)»=2(§ 27). 
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Dunque {aF)'=6; ed aV^y'B. Coufrontando poi i | 
e, A, V coi punti A, p, B, P, Q della flg. 3 , e ft 
tuzioni nell'equazione (AQy=(Apf+pQ. PQ (§ 1* 
{CFf ^{CBf+BV . A V^l+3 .2=7. Quindi CV= 
pure Aa=A^ (§ 14j; sarà {aa)'=4(^n)'-8. Quindi 
ha poi Zf r=3=;/"5. Finalmente essendo {TVy={tl 
r^l+9=10; si ha TK^i'ÌC. 

101. Prob. Per via delle radici trovate nel pr 
cedente (tìg. 44), trovare le altre 
radici de' numeri interi dal 10 
tìno al 36. 

Sol. Si sottragga il numero, 
del quale si vuole la radice, dal 
numero quadrato prossimamente 
maggiore, che sarà il 16, o il 25, 
o il 36. Colla radice del residuo, 
la q naie si troverà nella lista del 
§ 100, presa per raggio, e con un 
centro A si descriva la semicirconferenza QLR (■ 
radice del numero quadrato prossimamente maggio 
raggio, la quale si troverà ool metodo del § 65, e 
ed S si descrivano due archi, che si taglino in P. 
radice cercata. 

Per esempio si voglia la radice del 29. Sottrati 
36, lascia di residuo 7. Col raggio CK=V7 (§ lOO 
semicirconferenza QLM, e coi centri Q ed R, e e 
segnati due archi, che si taglino in /-•; sarà AP= 

Dim. Essendo retto 1' angolo PAQ, (§ 83); sa 
{AClf+iAPy (47, lib. I). Quindi togliendo (-4Q)S f 
— (^Q)'=(vlP)'. Ora posto (PQ)''=36 e (AQf egu 
vamento ai numeri interi dall' unità fino al 10, si 
eguale successivamente dal 36 in giù fino al 25. Du) 
si avranno successivamente le radici di questi nui 
dice poi di 25 è 5, e si ha dal § 65. Posto (/'Q)==2! 
collo stesso metodo le radici dal 25 in giù Ano al 
(/'Ci)'— 16, si avranno le altre dal 16 in giù Ano ; 

Nell'esempio addotto si avrà (PQ)'— (ÌQ)' = 3i 
=29. Quindi AP=^. 



102. Prob. TroT 
Sol. È chiaro, e 

collo radici acquista 
dì nnmeri superiori^ 
sino in infinito. Abl 
dici di tatti i ntime 

103. Prob. Troì 
Sol. Si trovi la 

del nomeratore. Si 
cosi l'unità ad una 
radice cercata. 

Dim. Folcile se 
se si farà ^"3 : /n : : 
= ->§-. M»J£ = 

104. Prob. Trov 
dei numeri Interi dal- 
l' uno fino al venti- 
cinque. 

Sol. Presoli rag- 
gio AB eguale ad uno, 
col centro A si de- 
scriva il cerchio 
BOd, e nella sua cir- 
conferenza si faccia 
ad AB=BC^CD = 
=DE=Ed. 

Col centro B, e 
col raggio BD si de- 
scriva un arco, che 
passi pei punti a, N, 
D, d, n, X. 

Collo stesso rag- 
gio, e col eentro E 
si descriva un arco, 

Col raggio Aa , 
passi pei punti JU, . 



Collo stesso raggio, e col centro E si descriva u 
passi pei punti N, F, P, p, n. 

Col raggio AB , e col centro B si descriva ni 
passi per P e p. 

Collo stesso raggio, e col centro £ si descriva i 
passi per Q e q. 

Collo stesso raggio , e col centro P si descrivi 
che passi per R, e tagli la circonferenza in S; col 
segni an altro arco, che tagli il primo in if, e la ci 
in 8. 

Collo stesso raggio, e coi centri Q, q si descrivat 
che si taglino in T, e taglino la circonferenza in ed o. 

Collo stesso raggio, e col centro i si tagli con un arco la 
circonferenza in g. Col centro H si tagli con nn arco la cir- 
conferenza in L ed l. Coi centri ed o si segnino due archi, 
che si taglino in H. Coi centri i/ e T si segnino due archi, che 
sì taglino in Few. Sarà 



RA = 'i,ri 


HF='/,yn 


RQ^'UU 


EO = V, lOJ 


RD-'I,11 


U =V,VT6 


BP = V, Vi 


BE=>I,1T» 


SF='kfi 


Ila = '/, rs 


AU^'l.n 


/fJf='/,V-ii- 


Qn ='i,yi 


mj='/,i'Ti 


Aa ^'/,fl 


o» = '/.« 


BR='/,1-i 


iJF=7,y-2l 


BL = V, VT5 


m='i,ti2 


pS ='/,yn 


ìlm='l,tla 


BD='l,y-s 


Mn = 'j, 1u 



Dim, Se si coni^ontfno i punti P, B, p, R, E di questa fi- 
gura coi punti A, p, B, P, Q della fig. 3 per mezzo dell'equa- 
zione del § 18 (A(i)^=.(Apy-i-pQ . PQ, si otterrà l'equazione per 
questa figura (PEy^(PBy+BE . RE; ossia (Aay^(ABy+2AB . 
RE; ossia (§ 27) 2=1+2RE. Quindi RE='j,aÈ, e poiché R 
è sulla stessa retta BAE (§ 13), sarà anche HA='l,AE='j,^= 

Essendo il punto T alla metà della AB per la stessa ra- 
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gione, colla quale si é dimostrato, che il punto i? è alla metà 
della AE; sarà AT=RE, quindi confrontandosi i punti di questa 
fìg. 45, Q, T, q, E, R coi punti A, q, B, Q, P della fig. 3, il 
punto A della fig. 45 sarà il punto p della fig. 3. Dunque dal- 
l'equazione del § 16, (^Q)^=(^P)'+(PQ)'+Pi?.PQ si ricaverà 
per questa fig. 45 V equazione {QEy={R(ìy-\-{REy+AR . RE-, 

ossia sostituendo i valori numerici l=(i?Q)^+ -— + -—. Quindi 

4 4 

(i?Q)^=^. 2; RQ='l,f2, 

Confrontando i punti D, A, d, E di questa figura 45, coi 
punti P, A, p, B della fig. 3, resterà dimostrato dal § 14^ che 
le due AE^ Dd si taglino vicendevolmente in due parti eguali. 
Ma la AE è tagliata in due parti eguali in R ; dunque* anche 
la Dd. Ma Dd=BD=fs (§ 2). Dunque RD = */, V"3. 

Si ritenga , che la DRd è anche perpendicolare alla AE 

(§14). 

Si ha poi RP=1. Dunque RP=^l^fl. 

Essendo retto l'angolo FAR (§ 27); si ha {RFy = {FAY + 
(ARy = 1 + ^ = A . Dunque RF =-. '/, V"5. 

Essendo la base BAE del triangolo BME tagliata per metà 
della retta AM; si avrà pel § 26y (BMy+(EMy=2(ABy+2(AMy; 
cioè (Aay+(BDy = 2(ABy+2(AMy*, cioè 2 + 3 = 2 + 2(AMy, 
Quindi .6=4(^iW)2; ^'^=2AM; AM ='l, Ve. 

Essendosi confrontati qui sopra i punti Q, T, q, E, R, A 
di questa Fig. 45 coi punti A, q, B^ Q, P, p della Fig. 3, ri- 
sulterà dal § 13 essere in questa Fig. 45 AQ=Aq=ClR=Rq, 
Per le stesse ragioni risulterà essere eguali tra loro, ed a que- 
ste quattro le quattro AP, Ap, PT, Tp, Avendo dunque i due 
triangoli isosceli PTA , QAR tutti i lati eguali tra loro ; sarà 
l'angolo PAT=QRA (8, lib. I), ed essendo T^i? retta, sarà P^ 
parallela a QR (29, lib. I). Quindi anche PQ eguale e paral- 
lela alla AR (33, lib. 1). 

Msi Qq è perpendicolare alla AR (§ 14). Dunque anche 

alla PQ (27, lib. I). Si hanno poi nei due triangoli PAT, RAq 

ì due angoli PAT.RAq eguali (8, lib. I), e 7L4P retta. Dunque 

essendo eguali a due retti i due angoli PAT, PAR (13, lib. I)^ 



anche i due PAR, RÀq. Quindi sarà n 
b. I). Dunqae (Pq)*={2R(iy=(PQy+(Qi 
+ iQqy: quindi V,=(Qqy, e Qq=:'/,f7. 

poi (Aay=2 f§ 27)= V,. Quindi Aa= - 

•e Bi?=V,=Vt>^- 

■onfrontino i punti B, L, R, l, A di qt 
3, A, p, B, P della Fig. 3; dall'equazi 
Q)* -\- Pp .PQdeì % 16 si ricaverà 1' e 
ara 45 {BLy^{LAy+{ABy + AR . AB; 
">U. Quindi BL^'/ji-Tó. 
triangoli PSA, PBA hanno ì lati rispet 
lue si ha l'angolo 8PA:^RAB (8, lib. I). 
PS, BA {28, lib. I). Ma la^ taglia ai 
1). Dunque sarà perpendicolare anche i 
a stessa manica poi , che si è dimos 
si dimostrerà pure essere {PpY = '/i- ( 
■:{Ppf-\-{PSy (47, lib. I); si avrà (pBf-- 

oì (BDy=3 {§ 2)="/,. Quindi BD='I, 
■ure (HJFy^{HAy+(AF)' ; e diraostran 
la BE nella stessa guisa, che si è dime 
> i punti 0, P, Q, S nella stessa retta, 
l,=^l,=PQ. Essendo dunqae OP eguale 
rA, quanto alla TB; saranno eguali e \ 
PA ; e le due OB, PT fra loro (33, lil 
qui sopra essere PT = PA. Dunque s 
T=OB. Per la stessa ragione dall'altra 
I eguali alla pA=PA. Se ora si confron 
, B, H coi punii A, B, Q, P, p, q del 
,1 § 14 essere JlB=AT='l,. Sarà dnn^ 
quindi (Ì/J')'=7,+ ] = "/, e HF='j,vlà. 
onfrontino i punii E, 0, U , o, A coi 
Ila Fig. 3; dall'equazione Mtì)'=(^P)'- 
6 , si ricaverà per questa Figura (EO) 
. ^£=l-i-l~t-7,='/.= 'V.- Quindi £0=' 
lito se si confroniÌDo i punti A , R , L, 
45 coi punti A, B, Q, P, p, q della : 
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dosi (§ 15) requazione per la flg. 3, (QM)'=(AQy -- {AMf, e 
moltiplicando per 4, 4(QMy =MAQy -A{AMy , ossia (Qq)' = 
4{AQy—(ABy; si ricaverà per questa Fig. 46, (Uy^^^ALy-- 
{ARy=A—'U=^'^U, quindi risulta ii=V,y 15. 

Si ha poi BE=z2='l, . 4=V2V"Ì6. 

Per r angolo retto aAH (§ 27, si ha (HaY = (HAy + (Aay 
=(7,)^+2=»7,.; quindi Ha='l,fv7. 

Dimostrandosi nella stessa guisa essere (ANy = '/a > come 
si è dimostrato di (AMy; così pure (Any= '/a 5 * cagione che 
ÌVi? taglia per metà la base AE del triangolo ANE , si avrà 
(§ 26) (AN)'+(NEy=^2{AEy+2(ENy', cioè ' / ,+2=' / ^+2(JRNy ; 
e riducendo si trova (ENy = '/^ = (ANy, Egualmente si trova 
(Eny=*l^, Se ora si confrontano i punti H, N, i?, n, A di questa 
Figura 45 coi punti Q, -4, p, B^ P della Fig. 3; dairequazione 
(AQy={APy+(PQy+Pp . PQ dei § 16, si ricaverà per la Fi- 
gura 45 l'equazione {HN)'=(ANy+(AH)'+AB . AH, cioè {HNy 

=='I,+Vé+ U-V^' Q«in<ii risulta ffiV=V,yl8. 

Essendo la DR perpendicolare alla AE, cioè alla HR; sarà 
(HDy=(HRy+(RDy (47, lib. I)=4 + »/, = »V, ; quindi HD = 
7,y"l9. 

Essendo la base aAoL dei triangolo agoL tagliata per mezzo 
della retta gA; si avrà (§ 26) (agy+(oigy=2(Aay+2(Agy; ossia 
(«5^)^+1=4+2; e (agy=ò=''l,; quindi 0^=7,^20. 

Essendo i due triangoli HTV, AED di lati eguali tra loro; 
quindi l'angolo VTH=DEA (8, lib. I), ed essendo i punti E, 
T, A, E sulla stessa retta; sarà la VT parallela alla sua eguale 
DE (29, lib. I) quindi anche la VD parallela ed eguale alla 
TE (33, lib. 1). Ma la Dd è perpendicolare alla AEy cioè alla 
TE; dunque anche alla VD (27, lib. I). Quindi {dVy=:(VDy+ 
{Ddy=(TEy+(BDy=('l,y+S (§ 2)=7,+'7,=:'V,; quindi rfF= 

7, y^. 

Essendosi dimostrata la PS eguale e parallela alla AE ; 
cosi la ps per la stessa ragione ; sarà anche la SE eguale e 
parallela alla AP (33, lib. 1) ; cosi la sE alla Ap. Per l'egua- 
glianza e parallelismo delle tre PS , TR , ps si proverà istes- 
samente l'eguaglianza delle RS, Rs alla PT, pT entrambe di- 
mostrate eguali alla AP=RQ, Confrontando ora i punti IT, S, 
E, 8, R di questa Figura coi punti Q, A, p^B, P della Fig. 3, 
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dall'equazione (AQ)* = (Ap)* + pQ . PQ (§ 18) si 
questa Plg. 45, (HSy=(SEy+EH . SH=(IiQ.y-i 
+7, . 2="/,. Quindi HS=^y^. 

Basendo la base AE del triangolo AME div 
dalla MR, si avrà (% 26) (AJf)'+(EJIf)*=2(ÌW)*- 
7,+3^7,+2 (ffJW)*. Quindi riducendo rÌBidta{fl2 
—(firn)'; del qual valore si dimostra nella stessa 
{Rmf. Quindi BM= MR = Rm=mB. Se ora si confrontano i 
quattro punti B, M, R, m di quesU Figura coi quattro ponti 
A, Q, B, q della Fig. 3; avendosi dal § 15, (ftif)* ^{AQf — 
(AMy, e quindi 4(Q3f)'^4(4Q)'— 4:(^Jlf)», cioè(Qs)'=^-4Q)=— 
{ABY; si avrà per questa flg. 45, (Mmy=i(BMy—(BRf^B— 
('/,)»=>=/^— 7,^"/, ; quindi ^m=7,yS. 

Essendo i triangoli BME, BnE di lati eguali tra loro, ed 
avendo entrambi la base comune BE divisa in due egualmente 
dalle AM, An; dall'equazione del § 26 risulterà lo stesso valore 
per le due AM, An. Avendo dunque i triangoli BAM , EAn ì 
lati tra loro eguali, sarà l'angolo £^J/=£^n (8, lib. I). Quindi 
a cagione della retta BA E essendo la somma dei dne angoli 
MAB, MAE eguale a due retti (13, lib, I), sostituendo all'an- 
golo MAB il suo eguale EAn , sarà anche la somma dei due 
angoli MAE, EAn eg^uale a due retti. Quindi le due MA, An 
faranno una sola retta (14, lib, I), Sarà dunque (JWn)'^4(jl3f/ 
='7,. Quindi jK«=7,v3"4. 

Finalmente HE^-j,= 'j,y%. 

105. Essendo '/sVm^^V"/^ ; per esempio 'l^^l = y '^ ecc., 
si avranno facilmente da questo Problema le radici di tutti i 
quarti dall'nn quarto fino al venticinque quarti; il che sarà di 
uso nella costruzione delle Figure simili, come vedremo. 

106. Se si fosse preso il raggio AB = 2; si sarebbero otte- 
nute tutte queste distanze doppie di valore ; quindi avremmo 
avute le radici intere dei numeri dall'uno fino al venticinque. 
Si potrebbe però facilmente raddoppiare qualunque di quelle 
mezze radici, che si volesse, per avere l'ìnlera f§ 64). 

107. La facilità di questa costruzione, che si eseguisce col 
soli tre compassi delle tre aperture giù, osservate (§ 35) la pri- 
ma — fi, la terza = v'2, la seconda — ^5", coi quali si è già 
diviso il cerchio in 24 parti eguali , ed ora si sono trovate 25 
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radici successive dei primi numeri ; mostra V eccellenza della 
Geometria del Compasso, e quanto possa .servire alla perfezione 
delle Arti. 

108. Nella costruzione precedente si ha avuto riguardo ad 
impiegare più che fosse possibile il primo compasso di aper- 
tura = 1, col quale si è descritta la circonferenza BDà, il quale 
conservando l'apertura fondamentale, merita più degli altri fi- 
ducia. Così pure non si è voluto impiegare che i tre primi com- 
passi più rimarcabili (§ 107). Ciò ha fatto , che alcune poche 
sezioni degli archi sono riuscite di angoli alquanto acuti, come 
quelle dei punti S, s, 0, o e più quelle dei punti L ed l. Chi 
volesse avere tutti gli angoli d'intersezione più vicini all'angolo 
retto si potrà servire della seguente 

Altra costruzione della fig, 45. 

109. Trovati come nella soluzione del § 104 i punti M ed 
m; col raggio BD, e coi centri M ed m sì descrivano due archi, 
che si taglino in H, 

Col raggio AB , e col centro H si descriva un arco , che 
tagli la circonferenza in O ed o. Collo stesso raggio si deter- 
minino le semicirconferenze OEs, oES (§ 64). 

Col raggio BE, e col centro H si tagli la circonferenza in 

L QÒ. l. 

Tutti gli altri punti della figura si trovino come al § 104' 
Dimostreremo, che i punti, che si trovano con questa co- 
struzione, sono gli stessi dell'altra. 

Essendosi dimostrato (§ 104) , che BM=ME=Em=mB , e 
che i tre punti B, A, R sono nella stessa retta; essendo anche 
MH=ME=mH=zmE per costruzione; H sarà sulla stessa retta 
BAR (§ 13), e si avrà HB=RE (§ 14). Dunque ^ sarà lo stesso 
punto , che nel!' altra costruzione. Essendo poi eguali le /TO, 
Ho nelle due costruzioni; anche i punti O, o saranno gli stessi. 
Se si sottrae l'arco osE dalle due semicirconferenze BsE, oES; 
si avranno gli archi residui Bo, ES eguali. Quindi ES=Bo=^ 
=BO=AQ—RQ, Quindi anche il punto /Ssarà il medesimo che 
prima. Egualmente lo sarà il punto s. Essendo poi la base HTR 
del triangolo HLR divisa in due egualmente dalla LT'^ si avrà 
{§26)(HLy-{-{LRy=2(HTy+2{TLy; cioè A+(LRy=2+2(TLy, 
cioè 2+{LRy=2{TLy, Ma essendo ancora la base TR del trian- 



golo TLR divisa per metà in A dalla retta L 
{TLy->t(LRy=2{TAy-^2{ALy, e dupiìcando ! 
^4(rJ)'-f 4(^L)==14-4 = 5 ; quindi sottraent 
^^TL)'=h—2{LBy. Ma si è trovato qtU sopra S 
Dunque 5— 2(ÌB)' = 2 + {LRy. E soltraendc 
2(ZJ?)'; si ha S=3(iS)'; quindi l=(I^)'=(vi 
LR=AB come nella prima costruzione. Lo st 
RI. Gli altri ponti sono determinati come pri 
i punti della figura sono gli stessi di prima. 

LIBRO SETTIMO 

DELLA INTERSEZIONE DELLE BET 
COOLI ARCHI. DI CERCHIO E TRA U 

Ilo. Dati due punti L ed M (fig. 46) d'ui 
tro A col raggio AB d'un arco BCD; 
trovare i dee punti PeQ, nei quali 
la LM taglia il detto arco, se pure 
lo taglia. 

Sol. Coi duequnti L ed ilf dati 
nella retta presi per centri, e colle 
rispettive loro distanze MA , LA dal 
dato centro presi per raggi si de- 
scrivano due archi , che si taglino 
in V. Col eentro V, e col dato rag- 
gio AB si descriva un arco indefi- 
nito EFG. Se questo taglia l'arco 
dato in P e Q, questi due punti 
saranno 1 cercati. Se non lo tagliasse , nemn 
taglierebbe l'arco dato. 

Dim. Essendo egnalì tra loro le quattro 
f^P, . f'<2, e le due tra loro, AM, VM; i tre p 
ranno nella stessa retta f§ 13). Nella stessa j 
che sono nella stessa retta i tre punti Q,P,L 
LM passa per PeQ, quando questi punii i 
siano. 
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Se il cerchio EPG descritto col raggio AB (dg. 47) e col 
centro V non tagliasse il cerchio BOD; \a.LM non taglierebbe 
qnestostesso cerchio. 
Poiché se si conce- 
piscalaretta TJ, che 
tagli i cerchj in C 
ed F; divisa per metà 
la Win w»; sarà Vm 
T^mA. Duiiqae la LM 
taglierà perpendico- 
larmente la VA in m 
(§ 14)fuori del cerchio 
BCD. Se si piglia un 
qualnnque altro pun- 
to P nella retta hM\ nel triangolo rettangolo Pm si avrà il 
lato PA maggiore di m,A , perchè opposto ad un angolo mag- 
giore (32 e 18, lib. I). Sarà dunque molto più ftiori de! circolo 
il punto P del ponto m. Dunque in nissun punto la retta LM 
taglierà il circolo BCD. 

111. Prob. Dato un arco BC'/> descritto col centro -4 (flg, 48); 
trovare i due punti , dove taglia la 

circonferenza la retta, che passa per 
A e per un altro punto dato L. 

Sol. Col centro L, e con un rag- 
gio arbitrario LP si descrìva iin arco, 
che tagli l'arco BCD in /' e Q. Si 
divida l'arco PQ per metà ira m (§ 60). 
Si determini la semicirconferenza mDii 
(§ 64). Saranno m ed n i due punti 
cercati. 

Dim. Essendo nella stessa distanza dai due punti P e Q 
i tre punti ^ , m ed L, aaraniio nella stessa retta (§ 13). Ma 
nella retta mA si trova anche il punto n estremo del diamo tro 
mn (15, lib. IV), Dunque ecc. 

112. Prob. Dati due punti A, B d'un* retta (fig. 49 e 50), 
e due punti C, D d'una altra; trovare il punto S dove si ta- 
gliano. 

Sol. Coi due punti d'una dello due rette, per esempio coi 



paoli A e B presi per centri, e colle distanze rispettive di essi 
punti AC, AD; BC, BD dai 
due punti dell'altra retta C, 
D prese per rag:gi, si descri- 
vano quattro archi, due dei , 
quali si tagliano iti C e e, e 
due in O e rf. 

Si trovi il quarto punto 
5 de) parallelogrammo C/MS 
col fere a Dd=Cl; a DC=dZ 
(§ 11). 

Si trovi la quarta pro- 
porzionale alle tro cS, CD, Ce. 

Con questa presa per i-aggio, e coi 
centri C e e si descrivano due archi, 
che si taglino in S. Sarà S il punto 
dell'intersezione delle due rette AB, 
CD. 

Dim. Le rette AB, Ce saranno 
pp.ndicolari una All'altra (§ 13, 14i; 
cosi pure le AS. Ce. Dunque il punto 
fi Sara nella slrssa AB. E-S^ndo poi 
la AB , oMsia AS periwndicolarc ;in- 
che alla Dd (§ 13, 11), B.irft la slcssa 
I)d parallela alla Ce (20, lib. I). Ma 
pei lati eguali tra loro nei due trian- 
goli rfCS, dCD si hanno gli angoli 

d CS, CdD eguali (8, lib. I). Dunque sono parallele anche le 
due C'S, Dd (28, lib, 1), Dunque i punti Cj C, g sono nella etessa 
retta. Ora a cagione dei due lati eguali nei due triangoli CBA, 
cBA si avranno eguali gli angoli CBA, cBA (8, lib. L). Per la 
stessa ragione nei triangoli ABD, ABd sì trovano eguali gli 
angoli ABD, ABd. Dunque nella Figura 49 l'angolo cBd, che 
è la somma dei due cBA , ABd , sarà eguale all'angolo CBD, 
somma dei due CBA, ABD. Nella Figura 50 poi l'angolo cBd, " 
che è la differenza dei due ABd, cBA, sarà, pure eguale all'an- 
golo CBD, che è la differenza dei due ABD, CBA. In tutte due 
le Figure adunque nei due triangoli cBd, CBD, che hanno due 



lati e l'angolo compreso eguale, sarà il terzo lato ed eguale al 
terzo GD {4, llb. I). Ma CD—dh. Dunque il triangolo cdl è 
isoscele. È poi isoscele anche il triangolo cCS, e si ha la pro- 
porzione: la cS alla CD, ovvero alla rfS, come la Gc alla CS; 
onde viene ancora cB : ed: -.cG: cS. Dunque i due triangoli c8 d, 
cCS hanno gli angoli eguali tra loro (5, lib. VI). Quindi es- 
sendo l'angolo c5d= cCS; sarà la CS parallela alla Srf (29, 
lib, 1), alla quale essendo pur parallela la CD, sarà in essa il 
punto iS". Dunque eco. 

LIBRO OTTAVO 



DELLA COSTRUZIONE, MOLTIPLICAZIONE E DIVISIONE 
DEGLI ANGOLI E DELLE UNEE 1 



113, Avv. Quando noi diremo : costi-uire un angolo abc col 
compasso (tìg, 51), inten- 

diremo di dire : trovare col . 
compasso tre pitìiti a, i>, c;ì 
ovvero {lato,, alcuno di assi, I 
trovare gli altri in gtiisaU 
che volendo poi guidarli 
due di essi a, b una retta, 

e per uno di essi due b e pel terzo e un' altra ì-etta ; si abbia 
mi angolo abc della quantità che si vitale. Benché 1' angolo abc 
non sia veramente costrutto, se non quando si sono guidate at- 
tualmente le rette ab, bc, per tirare le quali non può bastare 
il compasso solo; non ostante per brevità adopreremo spesso 
la prima frase, intendendo, che equivalga nel sentimento alla 
seconda. 

114. Prob. Essendo dato un angolo ABC per via dei tre 
punti A, B, G (tìg. 51), e dati due altri punti b fida; trovare 
un punto e, cosicché l'angolo abc sia eguale ad ABG. 

Sol. Trovata (§ 93) una quarta proporzionale alle tre di- 
stanze AB, ab, BC, Con questa presa per raggio, e col centro 
f) si descriva un arco, che passi por e. Trovata pure una quarta 
proporzionale alle tre AB, ab, AC, con essa per raggio, e col 
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centro a si descriT» un altro arco, che tagli 
l'angolo abc=ABC. 

Dim. Poiché i dae triangoli ABC; abc 
zionali, avranno egnali gli angoli opposti ai lati proporzionali 
(5, lib. VI). 

115. Servir* aduDqtie la soluzione del Problema precedente 
(§ 114) a sciogliere anche il problema i Dati i tre punti (tlg. 51) 
A, B, C estremi agli angoli di un triangolo, e due a, b estremi 
di un altro , trovare il terzo estremo e in^guisa , che il trian- 
golo abc riesca simile al triangolo ABC. 

116. Prob. Duplicare, triplicare, ijuadruplioarc ecc. (flg. 52) 
QD angolo dato BAC (§ 113). 

Sol. Col centro ^, e coi raggi AB, 
AC si descrivano due archi indefiniti 
3DF, CE. Si faccia a CB=CD. Sarà 
l'angolo BAD duplo di BAC. 

Si faccia a CD— DE. Sarà I' an- 
golo BAE triplo di BAC. 

' Si faccia a DE=EF. Sarà BAF 
quadruplo di BAC ecc. 

Per quadruplicarlo si poteva ancora fare a BD=DF. 

Dim. Avendo i triangoli BAC, CAD, DAE, EAF, ecc. tutti 
i lati rispettivamente eguali, saranno eguali gli angoli BAC, 
CAD, DAE, EAF, ecc. (8, lib. I), Dunque ecc. Quindi essendo 
l'angolo BAD=DAF, sarà anche BD=DF (4, lib. !). 

117. PTob. Esaminare se 1' angolo BAG (fig. 53) dato per 
via dei tre punti B, A, Q sia semiretto. 

Sol. Col raggio AB, eentro A si de- a 
scriva la semicirconfarenza BFE (§ 64). R 
Si faccia a GB=GF{% 10). Se sarà BF I 
—FÉ; l'angolo BAG sarà semiretto. Se I 
sarà BF minore o maggiore di FE\ Fan- I 
golo BAG sarà minore o maggiore di un " 
semiretto. " 

Dim. Poiché l'angolo fl^fèduplodcU'angolo -B-4G(§ 116); 
se l'angolo BAG h semiretto, sarà retto BAF\ quindi BF—FE 
{§ 83). Altrimenti ne BAG è minore o maggiore di un semi- 



retto , sarà BAF minore o maggiore di un retto ; quindi BF 
minore o maggiore dì FÉ (24, lib. I). 

118. Fi-ob. Dividere per metà l'angolo BAC (flg. 54) dato 
pei tre soli punti B , A, <7 nei' quali A è 
disugualmente lontano da £ e da C 

Sol. Col centro A, raggio AB sia de- 
scritto 1' arco BMD. Si faccia a CE— CD. 
Si divida l'arco BMD per metàin Af (§60). 
SI divida l'arco BM per metà in N. Sarà 
l'angolo B^iV la metà dell'angolo BAC. 

Dim. Essendo l' angolo BAD duplo di 
flAC (§ 116) e duplo parimente di BAM (33 , lib. VI); sarà 
l'angolo BAC lo stesso che BAM. Ma l'angolo BAN è la metà 
di BA.H. Dunque occ, 

119. Pi-ob. Dato l'arco BC (tig. 55) descritto col centro A, 
trovalo il suo sono, il coseno, 

la langontc e la mcante. 

Set. Nella circonferenza 
iloscritlii col raggio AB -ai 
Taccia a BV ^ Bc. Si divida 
per metà la Ce in M (§ 66). 
Sarà CM il seno , MA il co- 
seno. 

Col centro M, raggio MA 
GÌ descriva un arco, che tagli, se può, la circonferenza in D e d. 
Si determini la semicirconferenza dD5 (g Qi). Per Io stesso § 
si aggiunga alla BA la sua eguale BV. Coi centri A e V, e col 
raggio Dt si descrivano due archi , che si taglino in S. Sarà 
BS la tangente, SA la secante. 

Dim. La BA taglia la Ce ad angoli retti per metà in M 
(§ 14). Dunque CM è il seno, MA è il coseno dell'arco BC. La 
8B è perpendicolare alla AB (§ 83). La OS è terza proporzio- 
nale alle due AM, AC (§ 87); quindi anche la sua eguale AS. 
Dunque nei due triangoli rettangoli AMG, ABS si ha la pro- 
porzione AM : AC : : AB : AS , ed invertendo (4 , lib. V) AG: 
AM::à8: AB. Quindi (35, lib. V) {ACy : {AMf : : ^Asy : {ABf. 
E sostituendo ad {ACf e ad {ASy i loro valori tratti dalla47, 
lib. I , si avrà {AMf -\- {MOY : {AMf : -. (ÀBy+iBSf : -. (ABf. 



17 , Ub. V) iMOf : {ÀMy : : (BSy : (A 
MC:AM::B8: AB. Quindi anche i la 
onali. Si avr& doaqae l'angolo MCA le 
VI). Quindi i ponti A, C, ^S* saranno uè 

la tangente ed AS la secante dell'are 
I cerchio descritto col centro M, raggio MA, non tagliasse 
iferenza, o la tagliasse ad angoli troppo acuti, con ver- 
oorrOTe al § 89 o al §§ 90 e 91. 

a Sol. per aver la tangente e la secante. Si determini la 
onferenza BCE (flg. 56) (§ 64). Col raggio BC, centro 
i questa in Q. Col raggio ÒQ, 
itrt ^ e fi si segnino due archi, 
?lino ili V. Collo stesao raggio 
tro V si tagli la circonferenza 
1 raggio -E e, e coi centri A e 
:nino due archi, che si taglino 
allo stesso raggio Ee, centro 
escriva la semicirconferenza 
j4). Sarà SB la tangente, SA 
te. 

1, Se sia l'arco BCF eguale al 
ante^f^; per essere BC^ 
d anche CF— FQ. Sarà poi 

efinizioni trigonomelrielie il seno dell'arco CF la stessa 
e il coseno dell'arco BC. La corda poi dell'arco CFQ, 
ell'aroo CF, sarà doppia del seno dell'arco CF, ossia del 
.eil'arco BC. Questa corda è CQ,=A V. Si ha poi (8 22) 
—(ABy. Per essere poi retta la AmS (§ 64)= •2Ee e 

cos BC; Bi avrà 2£le.cos BC = (AB)' — AS.cos BC. 
ìOB BC : AB : : AB: A8 (17, lib. VI). Sarà dunque AS 
oporzionale al coseno ed al raggio; e perd sarà eguale 
inte, secondo le dimostrazioni trigonometriche. È poi 
ngolo ABS (31, lib. III). Sarà dunque AS la secante 
ì posizione, e quindi B8 la tangente. 

Prob. Dato seno m n (fig. 57) d'un arco d'un raggio 
', trovare quest'arco. 

Descritto il cerchio CcK col raggio AB, si trovi una 
ìììà m n (§ 64). Con essa presa per raggio, e fatto eentro 



in qaalclie punto (? della circonferenza si descriva un, arco, 
che la tagli in e. SI divida 1' arco 
Ce per metà in S (§ 60). Sarà 
BC l'arco cercato. 

Dim. II seno dell'arco BC per 
la definizione trigonometrica è la 
metà della corda dell' arco doppio 
di BC. Dunque ecc. 

121. /Vo6. Dato il coseno ma 
(flg. 57) d' un arco di un raggio 
dato AB, trovare quest'arco. 

Sol. Descritto il cerchio C e £" col raggio AB si trovi una 
dupla della m a (§ 64). Fatto c«ntro In qualche punto e delta 
circonferenza con questa dupla presa per raggio si tagli la cir- 
conferenza in S^. Si determini la semicirconferenza KcC{% 64). 
Si divida per metà l'arco Ce in B (§ 60). Sarà BC l'arco cercato. 

Dim. Sia guidata l'altra corda Ce. Essa sarà divisa per 
metà in if ad angoli retti dal raggio Afi (g 14). Uà anche l'an- 
golo CcK b retto (31, lib. Ili) , essendo nel semicerchio CcK. 
Dunque i due triangoli CMA , GcK , che hanno un angolo co- 
mune in G e l'altro retto, sono eqtdangoli tra loro (32, lib. I), 
e si ha (4 , lib. VI) CM: Ce:-. MA: cK. Ma CM è la metà di 
Ce. Dunque JIA='j^cK=ma. È poi MA il coseno dell'arco BC. 
Dunque ecc. 

122. Prob. Data la tangente s!i di un arco di raggio dato 
AB (flg. 55), trovare quest'arco. 

Sol. Descritto col raggio AB il cerchio BC& ; alla AB si 
ponga in B perpendicolare la BS^b s (§ 76). Si trovi il punto 
C, dove la SA taglia la circonferenza (§ 111). Sarà BO l'arco 
cercato. 

Questa Soluzione non ha bisogno di dimostrazione. 

123. Prob. Data la secante 3a dì tin arco di raggio dato 
AB (flg. 55), trovare quest'arco. 

Sol. Descritta col raggio AB la circonferenza B(7B, e posta 
sulla AB l'eguale BV {% 64) , coi centri Ab F, e col raggio 
s a si descrivano due archi , che si taglino in S. Si trovi il 
punto C, dove la SA taglia la circonferenza (§ 111). Sarà BC 
l'arco cercato. 
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Dim. La SB sarft perpeadicolare alla BA (§ 83) ; danquc 
sarà la tangente dell'arco BC, e quiodi ^^1 la secante. 

LIBRO NONO 

DELLE FIGURE SIMILI E DEI POUGONI REGOLARI 

124. Aw. Qaando diremo : costruire una figura o un poli- 
gono , iatendiremo di dire : trovare tutti que' punti , che ba- 
stano a determinare la posizione e la grandezza di quelle rette, 
elle si devono guidare per costruire interamente il poligono. 

125. /*ro6. Sopra un dato lato a b (flf . 51) costroire an 
triangolo simile a un dato triangolo ABC. 

Sol. Vedi il § 
115. 

126. Prob. Co- 
struire una flgni-a ei- 
milead anadau (flg. 
58) ABCEFD, che 
abbia un dato rap- 
porto di area con 
essa. 

Sol. Si voglia per 
esempio, che la nno- 
va figura abbia due 
quinti di area della 
figura data. Con un 
raggio AB, il mag- 
giore che si possa co- 
modamente , si co- 
struisca la figura 43 
(§ 100). Presa da essa 
figura la Aa=^i per 
raggio, e fatto centro 
in (flg. 58), si de- 
scriva il cerchio mi- 
nore, nella di cui circonferenza è il ponto v. Presa dalla fig. 43 la 
ET= fb per raggio^ collo stesso centro si descriva il cerchio 
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maggiore, nella di cni circonferenza é il punto F, il quale si 
marchi in tal luogo per rapporto al punto v, che la Vv riesca 
press'a poco tangente al cerchio intemo in v. 

Si supponga divisa la figura data in tanti triangoli ABC, 
A CD, CDE, EDF, immaginandovi delle rette AC, CD ecc. ^ 

Si pongano dei numeri 1, 2,3, 4, 5, ecc. alle distanze il-B, 
AC, BC, CD, ecc., che misurano i lati di questi triangoli. 

Si applichino queste distanze 1, 2^ 3 ecc. successivamente 
come corde a tanti archi successivi del cerchio V, cioè la AB 
da V in 1; la AC da 1 in 2; la BC da 2'in 3, ecc. fino in fine; 
il che si fa prendendo la distanza AB per raggio, e fatto cen- 
tro in F, tagliando questa stessa circonferenza con un arco 
in 1, ecc. 

Colla distanza Vv presa per raggio si faccia centro succes- 
sivamente nei punti 1, 2,, 3, 4, ecc., e si descrivano degli al*chi, 
che taglino successivamente la circonferenza minore in 1, 2, 3, 
4, ecc. fino in fine. 

Le corde del cerchio interno, ossia le distanze da t; ad 1, 
da 1 a 2^ da 2 a 3^ da 3 a 4 , ecc. saranno i lati aò , oc, he, 
ed, ecc. della nuova figura, la quale si costruirà triangolo per 
triangolo. Colla distanza da v "in 1 si marcheranno i due punti 
a h. Coi centri a eh, e colle distanze seconda e terza prese dal 
cerchio interno (la seconda è dalP 1 al 2 ; la terza dal 2 al 3) 
si segneranno due archi, che si taglino in e. Coi centri e ed a, 
e colle distanze quarta e quinta prese dal cerchio intemo (la 
quarta è dal 3 al 4 , la quinta dal 4 al 5) si segneranno due 
archi, che si taglino in d. Nella stessa maniera si troveranno 
i punti e ed /", e sarà costruita la figura. 

Dim, Le corde del cerchio intemo stanno alle rispettive 
corde del cerchio esterno, come sta il raggio Ov al raggio V 
(§ 93) , cioè come /2 sta a y~5. Dunque nella stessa ragione 
stanno tutti ,i lati dei triangoli della figura- aheefd ai rispet- 
tivi lati dei triangoli della figura ABCEFD. Dunque i trian- 
goli delle due figure sono tra loro equiangoli e simili (5, lib. VI, 
def. 1*). Dunque le due stesse figure poligone sono simili (20, 
lib. VI), ed essendo la proporzione, ossia ragione delle aree dei 
poligoni duplicata della ragione dei lati (ivi) ; sarà V area del 
poligono aheefd all' area ABCEFD come 2 a 5. Sarà dunque 



Ila QgQTA minore eguale a dtte quinti 
laest' esempio si vede cosa si dovrà 1 
iJ rapporto, nel quale si voglia, che l'i 
urei sia alla data. Si descrìveranno due 
aggi delle quali staranno tra loro nel 
i numeri , che formano il rapporto d 
enza , cbe corrisponde alla figura da 
amente per corde i lati del triangoli, 
isa la figura data. Per via di qneste ( 
■overanno delle corde proporzionali nel 
neste saranno i rispettivi lati dei trian] 

pporto delle mezze radici e delle in 
trvlr& in molti casi la fig. 45 (§ 104). : 
; 101, 102 e 103. 

teglie poi un raggio AB, che sia il poi 
ente (fig. 44 e 45) , perchè i due cere 
site grandezze delle corde da applicar 
>ni, cbe ne nascono, faccìan angoli pii 
Se il rapporto fosse dato tra i lati AJ 
o di qualunque altre due rette fra lor 
sceglierebbero i due raggi OV , Ov , 

Prob. Iscrivere ad un cerchio dato ui 

quelli, che si possono iscrivere ad ess 

iga. 

Si divida la circonferenza in un nnmei 

'0 de' lati del poligono , che si vuole 

;8, 40, 41, 42, 53, 57, 60, 63). I punti 

i vertici del poligono regolare cerca 

gli archi saranno i lati. 

. Tutti i lati sono eguali , perchè sont 

Lnche gli angoli sono eguali , poiché ( 

sa insistono ad un egual numero di i 

Dunque si ha un poligono regolare d 
i lati iscritto al cerchio (def. 1', lib. 

Essendo 240 le parti (§ 57), nelle qui 
i fuori della circonferenza si può dÌTÌ( 
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ferenza con sei aperture di compasso al più (§ 59); tanti saranno 
i poligoni regolari, che con questi tre punti, e sei aperture di 
compasso si potranno iscrivere al cerchio, quanti sono i diversi 
numeri , che dividono esattamente il 240. Ora questi, numeri 
sono i seguenti 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15, 16, 20, 24, 30, 40, 
48, 60, 80, 120, 240. Dunque omettendo il 2, si potrà iscrivere 
un poligono regolare di 3 lati, di 4 lati, di 5, di 6, di 8, di 10, 
ecc. , fino al poligono di 240 lati, 

130. Se il numero dei lati del poligono che si vuole » si 
trova essere uno di quelli, pei quali si è divisa la circonferenza 
ai §§ 27, 30 e seguenti, per esempio il 12, si divida la circon- 
ferenza in 12 parti eguali (§ 31) ; i due punti estremi di cia- 
scuna di queste saranno ai vertici degli angoli del poligono che 
si vuole iscrivere; ossia, ciò che è lo stesso, le corde di questi 
archi saranno i lati del poligono. 

Se ir numero dei lati del poligono che si vuole, non si 
trovasse espressamente nei Problemi del Libro secondo : come 
per esempio se 9i volesse costruire un poligono di sessanta lati; 
si duplichi, si triplichi o si quadruplichi, ecc. questo numero, 
finché si arrivi ad avere uno dei numeri , che si contengano 
espressamente nei Problemi; nell'esempio addotto si duplichi il 
60, e si avrà 120; il qual numero si trova espressamente al § 
42, dove si dà il modo di dividere la circonferenza in 120 parti 
eguali. Queste parti prendendole a due a due ci somministre- 
ranno 60 archi eguali; le corde dei quali saranno i 60 lati del 
poligono che si voleva. Se sì avesse dovuto triplicare il nu- 
mero, come nel caso, che si fosse voluto un poligono di 16 lati; 
divisa allora la circonferenza in 48 parti (§ 38), numero triplo 
del 16, si dovranno prendere tre di questi archi per avere un 
arco, che sia la sedicesima parte della circonferenza : ognuno 
di questi archi eguali avrà per corda un lato del poligono di 
sedici lati ed angoli. 

130. Proh, Ad un cerchio dato BCDd (fig. 59) circoscrivere 
un triangolo equilatero (§ 124). 

Sol. Si faccia al raggio di questo cerchio AB=BC = CZ>; 
a BD =BL=DL = Dd=^ DN=dN=dM=:BM. 

I tre punti L, M, N saranno i vertici del triangolo equi- 
latero circoscritto al cerchio. 
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Dtm. Il triangolo .SiM è equilatero iscritto al cerchio (§§ 29 
e 131). Ài lati di questo banno egaali i lati i triangoli DL,B, 
NDd, dBM; dunque sa- 
ranno eguali i loro an- 
goli (8, lib. I). Perciò 
i tre angoli NDd, dDB, 
BDL saranno eguali ai 
tre angoli del triangolo 
iscritto, cioè a due retti 
(32, lib. I). Quindi la 
NDL sarà retta {14, lib. 
I). Lo stesso si dìmo- 
strerA delle altre due 
LBM, NdM. Sftranno pò! 
ciascuna di esse dupla 
del lato BD, dunque e- 
guali tra loro. Dunque il 

triangolo LMNk equilatero. Essendo poi gli angoli NDd, DLB 
eguali, sarà la Dd parallela alla LB (29, lib. I), ossia alla LJIf. 
Ora i ponti N, A, B sono in una retta perpendicolare alta Dd 
(§§ 13 e 14). Dunque la AB è perpendicolare anche alla LM 
(27, lib. I). Dunque la LMè tangente del cerchio -(16, lib. IH). 
Lo stesso si dimostrerà delle due NL, NM. Dunque il triangolo 
NLM è equilatero circoscritto al cerchio (def. 2», lib. IV). 

132. Pvoh. Ad un dato cerchio (fig. 60) 
quadrato. . 

Sol. Si divida la sua circonferenza 
in quattro parti eguali nei punti B, 
F, E, f (§ 27), Con questi ponti presi 
per centri, eco] raggio -4S si segnino 
degli archi, che si taglino in 5, S, T, 
V. Saranno questi ultimi quattro punti 
i vertici del quadrato circoscritto al 
cerchio. 

Dirti. L'angolo TBA è retto(§ 100). 
Nella stessa guisa si dimostra essere 
retto r angolo SBA. Dunque TBS è 
una retta (14 , lib. I) perpendicolare 
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al diametro BE , e però tan^nte al cerchio (16, lib. III). Lo 
atesBO 8i dimostra delle altre TFV, VER, RfS. Avendo poi il 
triangolo BFT i lati egaali rispettivamente ai lati del trian- 
golo BFA; sarà, 1' angolo BTF=BAF (8, lib. I); qnindi retto 
(§ 27). Lo Btesso si dimostra degli altri angoli V, S, S. Dun- 
que ecc. 

133. Ad un dato cerchio circoscrivere un pentagono regolare. 
Sol. Sia il cerchio BDE de- 
scritto col raggio AB (flg. 61). 

Si divida la sua circonfòrenzain 
cinque parti eguali (§ 40) nei 
punti B, C. D, E, F. Fatto cen- 
tro in uno di questi punti C, col 
raggio CB si descriva la semi- 
circonferenza BDP (§ 64). Preso 
per centro il puntò E opposto 

all'arco CB, col raggio EC si tagli l'arco BDP ìnp. Col rag- 
gio Pp, e coi centri B, C, D, E, F si segnino degli archi , che 
si taglino in b, e, d, e, f. Saranno qtiesti aitimi punti 1 vertici 
degli angoli del pentagono circoscritto al cerchio. 

Per dimostrazione di questo Problema servirà la dimostra- 
zione del seguente. 

134. Prcò. Dati i vertici d'un poligono regolare' iscritto al 
cerchio (flg, 62); trovare i vertici d'un 

simile poligono regolare circoscritto. 
Sol. Siene i punti B, C, D, E, ecc. 
vertici del poligono iscrìtto al cerchio. 
Con uno di essi C preso per centro, e 
colla distanza di due d'essi CB presa 
per raggio si descriva la semicircon- 
ferenza BDP (§ 64). Coi eentri B e C, 
e col raggio BD sì segnino due archi, 
che si taglino in V. (Nel caso del pen- 
tagono (flg. 61) il punto V coincide col 
punto E). Con questo stesso raggio BD, 

e col centro F si tagli la circonferenza BDP in p. Col raggio 
/^, e coi centri B, C, D, E, ecc. verrici dell'inscritto si descri- 
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vano degli arcbi, che si taglino nel punti i, e, d, e, ecc. Questi 
saranno i vertici del poligono regolare circoscritto. 

Dim. Pel § 22 8ÌhapP. VC={CD)', cioè cC.BD=(BCy. 
Quindi (17, llb. VI) BD : BC : : BC : Ce. Ma BC=CD e Bc = 
= cC. Dunque nei due triangoli Isosceli BCD, BcC tutti ì Iati 
saranno proporzionali. Dunque (5, llb. VI) sarà l'angolo cCB 
=CBD. Quindi le due cC , BD saranno parallele {28 , llb. I). 
Nella stessa guisa si proverà , che alla stessa BD è parallela 
anche la Cd. Saranno dunque i punti e, C, d nella stessa retta. 
Ma per essere BC=CD, 11 raggio AC h perpendicolare alla BD 
(§ 14). Dunque anche alla ed (29, llb. I). Dunque la ed è tan- 
gente (16, lib. Ili) alla sua metà in C. Lo stesso si dimostra 
della de=cd nella sua metà in D, e cosi delle altre. Saranno poi 
queste tante di numero , quanti sono i punti B, C, D, E, ecc. 
Dunque ecc. (def. 2», lib. IV). 

135. Profe. Sopra un dato lato AE costruire un triangolo 
eqtUlatero (Fig. 1). 

Boi. Si trovi il punto D 
come nel § 1. Sarà ADE il 
triangolo cercato. 

136. Proè. Sopra un dato 
lato AB coiitraire un qua- 
drato. 

Sol. Si trovino come al § 
100 i due punti F, T. Sarà 
ABTF il quadrato cercato 
(fig. i3). 

Dim. Essendosi ivi dimo- 
strato essere la BT eguale e 

parallela ad FA, e perciò perpendicolare ad A B; anche \& F T 
sarà parallela alla BA (33, lib. I). Quindi anche gli angoìi BTF, 
AFT saranno retti (27, lib. I), e ABTF un quadrato (Def. 32, 
lib. I). 

137. Ptóò. Sopra un dato lato AB costruire un pentagono 
regolare {Fig. 63). 

Sol. I. Col raggio AB eentro A si descriva la circonferenza 
BCDEd, e si faccia ad AB ^ BC — CD = DE = Ed. Si faccia 
a BD = Ba=Ea. Si faccia poi ad Aa=Db=db. Col centro B, 



faggiio B À si descriva l'arco indefinito A C L. In esso si faccia 
ad Ab=ÀH=HP=PL. Si faccia Bimilmente neHa circonferenza 
BCD ad Ab=BQ^<:iK=KN. Coi centri Z. ed W, e col raggio v4B 
8i segnino due archi, che si taglino in M. Saranno i punti 
A, B , L, M , N vertici del pentagono regolare cercato. 

Z>tm. L'angolo CBF (Flg. 61) del pentagono regolare 
BGDEF h jaisoT&to dalla metà dell'arco Ci>£P(20, lib. Ili), Es- 
sendo dunque quest'arco eguale a tre quinti della circonferenza; 
langolo CBF del pentagono è misurato da tre decimi. Ora gli 
archi ABPL, BQKN, che misurano gli angoli ABL, BAN, sono 
ciascuno tre decimi della circonferenza (§ 41). Sono dunque gli 
angoli ABL, ^.^.W gli angoli del pentagono regolare da costruirai 
sopra AB. Sono poi anche i tre lati AB , BL , AN eguali tra 
loro, cioè lati di esso pentagono. Coufi-ontando dunque i punti 
L, B, A, N di questa Figura 63 coi punti C, B , F, E della 
Fig. 61, il triangolo LMN Ai questa Figura, avendo i lati eguali 
rispettivamente ai lati del triangolo ODE (Fig. 61), avrà anche 
gli angoli eguali (8, lib. I), e tutto coinciderà. Dunque ecc. 

Sol. II. Descritta, come sopra, coi raggio AB, centro A la 
circonferenza BDd (flg. 64), e in essa fatto ad AB^BC^CD 
=DE=Ed; e fatto a BD=Ba— 
Ea ; e fatto ad Aa=Db=db ; col 
ra^o 6E, e col eentro A sì se- 
gni un arco, che passi per L ed 
M. Collo stesso raggio bE, e col 
centro B si tagli qucst' arco in 
ilf e la circonferenza in A^. Fi- 
nalmente collo stesso raggio, e 
col centro Nsi tagli l'arco L^ 
in L. Saranno i punti A, B, L, 
M, N vertici del pentagono re- , 
gelare. 

Dim. Si ha (BE)'=ibEy+ 
(Bby+2Bb . bE (i, lib. II). Es- 
sendo poi l'angolo BNE nel semicerchio , si ha (31 , lib. Ili, 
47, lib. I) (BEy={BNy+iNE)K ConiVontando i due valori di 
(BEf, nei quali {bEf^{BN)', risulta (Bhy+-2Bb . bE ^ (NF^'. 
Essendo poi bE=bA-i-AE=Ab+AB, sì avrà {Bby+2Bb . Ab+ 
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2BB . AB={NEf. Ma 2Bb . AB='ì{Aby (§ 46). Dunque (B5)'+ 
255 . Ah+{Ahy+(Aby=iNE)'. Ma {Bif + 2Bb . Ab + {Aby = 
{ABy. Dunque {ABY+^Aby^^^NEy. Sarà dunque NE il lato 
del pentagono iscritto nel cerchio BDd (§ 50) (10, llb. XIIT) ; 
quindi essendo l'arco NE eguale a due decime della circonfe- 
renza, sarà l'arco BCN egruale a tre decime, e l'angolo BAN 
sarà l'angolo del pentagono regolare. Essendo poi la BN sot- 
tesa ai due lati BA, AN del pentagono regolare ; sarft essa il 
lato del triangolo isoscele, che ha per base AB e ciascuno degli 
angoli alla base duplo dell'angolo al vertice (11, lìb. IV). Sa- 
ranno dunque anche i punti LedM vertici del pentagono regolare. 

138. Prob. Sopra un dato lato AB costruire un esagono re- 
golare (Fig. 65). J ì 

Sol. Col raggio AB, e coi cen- 
tri ^ e B si segnino due archi, 
che si taglino in \0. Collo stesso 
raggio, e col centro O si descriva 
un cerchio , e nella sua circonfe- 
renza si faccia ad ABr=BC=CD= 
DE=EF. Sarà ^SCDEi*" l'esagono 
regolare cercato. 

Per la Dimostrazione vedi la 
15, lib. IV. 

139. Prob. Sopra un dato lato 

AB costruire un ottangolo regolare (Fig. 66). 

Sol. I. Col raggio AB, e coi centri A e B sì descrivano 
le due semicirconferen- 
ze BCDE, ACde (% 64). 
Si faccia a CE— Ea— 
Ba^Aa^ea.. Col raggio 
A B, centro a si tagli 
r arco DE in H. Collo 
stesso raggio, e centro 
* si tagli 1 ' arco d e in 
h. Collo stesso raggio, 
e coi centri H ed h si 
segnino due archi, che 
passino per Gag. Col 
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raggio Ba^ e coi centri a ed a si taglino questi archi in ^ e Q. 
Col raggio AB ^ e coi centri G^ e ^ si segnino due archi, che 
passino per F ed f. Col raggio Aa, e coi centri a ed oc si 
taglino questi due archi in f ed F. Saranno i punti A^ B, hj 
g, f, F, O ^ H i vertici dell' ottagono regolare costruito sul 
lato AB. 

Dim. I lati AB, Bh, hg, gf, AH, HG, GF sono tutti eguali 
per costruzione. Ora se si consideri uà ottagono regolare in- 
scritto nel cerchio, si troverà, che ognuno dei suoi angoli alla 
circonferenza ha per base un arco eguale a sei ottavi di essa, 
e perciò è misurato da tre ottavi (20, lib. III). Si ha poi Tarco 
BCH eguali a tre ottavi (§ 30). Dunque V angolo BAH è del- 
l'ottagono. Istessamente lo è l'angolo ABh, Essendo poi le aA, 
olB perpendicolari alla AB (§ 27) , saranno parallele tra loro 
(29, lib. I). Dunque la Ha^ che fa un angolo semiretto colla aA 
(§ 27), lo farà ancora colla a5 (27, lib. I); ma è semiretto anche 
7ii5a; dunque aH è parallela ad hB (28, lib. I). DUnque anche 
ah è eguale e parallela alla HB (33, lib. I). Quindi V angolo 
haH=^hBH (34, lib. I). Ora r angolo liBH=hBE—HBE=hBE- 
'l^HAE (20, lib. III). Avrà duaque per misura 7, - V,, della 
circonferenza, cioè ^le di essa: dunque Tangolo Bha , che in- 
sieme coll'angolo haH equivale a due retti (27^ lib. I) , avrA 
per misura ^le della circonferenza. Essendo poi nei due trian- 
goli ahByàhg tutti i lati eguali tra loro; sarà T angolo ahg = 
ahB (8, lib. I). Quindi l'angolo totale ghB avrà per misura ^/s 
della circonferenza^ e sarà angolo de ir ottagono. Istessamente 
lo sarà L'angolo AHG. Sarà ancora l'angolo hga = hBa. Ed a- 
vendo parimente gli angoli eguali tra loro i due triangoli gfa, 
BAa; sarà l'angolo fga—ABa (8 , lib. I). Quindi V angolo hgf 
sarà composto di due angoli eguali rispettivamente a due, che 
compongono l'angolo UBA. Gli sarà dunque eguale , e quindi 
sarà angolo dell'ottagono. Istessamente lo sarà l'angolo HGF. 
Saranno anche i punti f ed F vertici dell'ottagono come tutti 
gli altri. 

Sol. II. Col raggio AB, e coi centri A e B descritte come 
sopra le due semicirconferenze BCDE, ACde, e fatto a CE= 
Ea=Ba=Aoi.=eoL ; di nuovo col raggio AB , e col centro a si 
segni un arco, che tagli l'arco DE in H, e passi per F. Collo 
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stesso raggio, centro « 3i segni ao arco, cbe tag 
A, e passi per f. Col raggio aA, centro a si segni 
passi per f. Collo stesso raggio, centro a. si segni 
passi per F. Col raggio AB , e coi centri S ed 
segnino degli archi, che si taglino in 6, e g. 

Dim. Essendo per la dimostrazione della Soltiz 
ax parallele ed egnali tra toro, come le due aA, 
con quelle angoli retti ^. posto per brevità AB=1 
ao.=tf=aF^\. Si ha poi {Aay=2~{_aff={v.Fy. Q 
retti gli angoli faa, Faa, (48 , lib. I) , e i pnnti ; 
atessa retta (14, llb. I), e in una stessa parallela 
A. Essendo poi anche eguali /'et. Fa, sarà fF pi 
guale alla aa=l, ed Foofim quadrato. Avendo pc 
geli FGa, HQa i lati eguali tra loro, avranno eg 
angoli (8, lib, I), e sarà l'angolo FQa— 6aH; quindi ; 
lele le due GH, Fa, e quindi anche le due FG, aH i 
l'angolo Fa//, estemo al triangolo aif^, è eguale ai( 
terni aZf.4, aAH (32, lib. I), cioè a tre semiretti; è di 
FaH=BAH; dunque essendo eguali gli angoli oppoi 
logratìimi (34 , lib. I), anche FGH^BAH. Si ha 
AaH^aHG, ed AHa è retto; dunque anche l'ang 
tre semiretti. Parimente l'angolo fFh essendo ret 
aHG semiretto, sarà anche l'angolo fFG eguale a 
Lo stesso si dimostra degli angoli in f, g ed /t. Ea 
tutti t lati e tutti gli angoli eguali, la Figura sai 
regolare. 

Se si quadruplicano i due membri dell' equ 
{Q.Mf—{AQ,f—{AMf, che appartiene alla Fig. 3, el avrà 4iyMJ' 
— 4(^Q)'— 4(^itf)', cioè {Q,qy^^AQf-{ABy ; onde ne viene 
per ogni rombo il teorema ; il quadrato d' una dìagtynale del 
rombo equivale a quattro quadrati d'uno de' suoi lati, sottrattone 
il quadrato dell'altra diagonale. Quindi nel rombo FaHG si avrà 
{aGy^A{Faf~{FHy. Ma essendo l'angolo FGH=HAB, e i lati, 
che comprendono quelli due angoli, egnali; risalta anche FH= 
BH (4, lib. I), Si avrà dunque (a(7)'^4(^B)'-(SH)'^(BE)'— 
(Sff)'. Ma {BEf^(BHY+{HEy (31, lib. Ili, 47, lib. I). Dun- 
que (aGy=iHEy, e quindi aG=HE. 

Sol. HI. Col raggio AB, e col centro A descritta la semi- 
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circonferenza BCDE (§ 64) (flg. 67), e fatto a BD=Ba=Ea; 
col raggio AB, centro a si segni an arco, che tagli l'arco DE 
in H, e passi per F. Col rag- 
gio aA, centro a 8i segni un 
arco, che passi per f. Col rag- 
gio aB, centro a si segni no 
arco, che passi per g. Col rag- 
gio BH, centro a si segni nn 
arcoj che passi per h. Col rag- 
HJE, centro a sì segni un arco, 
che passi per G. Si faccia ad 
AB=Bh^hg=gf^fF=FG. 
Sarà anche FG=GH, ecc. 

Dim, I triangoli aAB, 
aBh, ahg, agf, ecc. che hanno il vertice in a e le basi sul lati della 
Figura, hanno tutti i loro lati eguali rispettiTamente ai lati dei 
triangoli delle stesse lettere nella Figura 66, (Vedi le due di- 
mostrazioni antecedenti). Dunque avranno anche gli angoli e- 
guali (8, Uh. I). Ed essendo similmente posti per ordine; anche 
gli angoli della Figura, ohe sono composti degli angoli di questi 
triangoli presi a due a due, saranno eguali agli angoli dell'altra 
Figura. Dunque ecc. 

Sol. IV. Col raggio AB, e col centro A (flg, 68) descritta 
la semicirconferenza BCDE 
col fare in essa ad AB=BC 
= CD=DE, e fatto a BD= 
fio =; Ea , e col raggio AB, 
centro a avendo tagliata la 
semicirconferenza in H , col 
raggio EH, e coi centri E ed 
A si segnino due archi, che 
si taglino in P. Collo stesso 
raggio PA, centro P si tagli 
la semicirconferenza in Q. 
Col raggio BQ, , e coi centri 

B ed if si segnino dne archi , ohe si taglino in 0. Ora co! 
centro 0, e collo stesso raggio OH si descriva un cerchio, che 
passare per A. Nella sua circonferenza si tìaccia ad AB=^ = 



hg=g^=fF=FG. Saranno i pantl A, B, h, g, f, eoe. i vertici 
dell'ottagono. 

Dim. Essendo Q,P=AP=EP , cosi pare QA—AE^AB, e 
la ^d sulla continuazione della AE (15, lib. VI), si avrà(g 22) 
BQ. . AP={AQy. Quindi AP : ÀQ-.-. AQ,-. BQ (17, lib. VI), ossia 
HE: AE: ■• AB -. BO. Uà HE è un lato dell' ottagono inscritto 
al cerchio di raggio AE. Dunque anche AB sarà, lato deli' ot- 
tagono inscritto al cerchio di raggio BO. 

140. Prob. Sopra un dato lato AB costruire un decagono 
regolare (Fig. 69). 

Sol. Col centro A, 
e col raggio AB si de- 
scriva il cerchio BDd. 
Si faccia nella sua cir- 
conferenza ad AB=BC 
= CD = DE=Ed. Sì 
faccia a BD-^Ba^Ea. 
Si faccia poi ad Aa = 
Db=db. Or.i col l'aggio 
bE, e coi Cfnlri A g B 
si desci'ivHiio duo archi 
che si taglino in V. Collo 
stesso raggio bE, e col 
centro V si descriva il 
cerchio B L M N O 
PQRSA, e si faccia ad 
ABr^BL^ LM^MN^ 

NO=OP=PQ^ QB^ RS. Il punto S sarJi nella sezione delle 
dne circonferenze e si avranno nei punti A, B, L, M, ecc. i 
dieci vertici del decagono regolare cercato. 

Dim. La bE è un lato del triangolo isoscele , che avendo 
per base la AB, ha gli angoli alla base ciascuno doppio del- 
golo al vertice (§ 137). Dunque nelf triangolo VAB sarh l'an- 
golo BVA eguale a un quinto di due retti (32 , lib. I). Sarà 
dunque l'arco BA, che lo misura, eguale ad un decimo della 
circonferenza, come lo saranno gli altri archi BL, LM, MN, ecc. 
Sarà dunque il polìgono ABLMNOPQJtS un decagono regolare 
inscritto al cerchio di centro V e costrutto sul lato AB. 



141. Prob. Sopra nn Iato dato AS costruire un poligono 
regolare {fig. 69) qualunque tra quelli, che si possouo inscri- 
vere al cerchio (§ 128). 

Sol. Col raggio AB si descriva un cerchio BDd. In esso 
si iscrìva un poligono regolare simile a quello , che si vuole 
costruire sul lato AB, cioè di un egual numero di lati (§ 128); 
e sia Bl un lato dì qnesto polìgono inscritto. A questo lato 
Bl e ai raggio AB si trovi la terza proporzionale {§§ 87, 89, 
90, 91, 92). Con essa presa per raggio, e coi centri ^ e B si 
segnino due archi, che si taglino in V. Collo stesso raggio VA, 
centro V si descriva un cerchio ABLMM, ecc., e si faccia ad 
AB^BL—LM=MN ecc. I punti A, fì, L, M, N, ecc. saranno 1 
vertici del poligono cercato. 

Dim. Avendo il triangolo B Al i lati proporzionali ai lati 
del triangolo BVA, sarà l'angolo BAl^BVA (5, lib. VI). Dun- 
que gli archi Bl, BA, che li misurano, saranno porzioni eguali 
delle loro circonferenze. Dunque ecc. 

142. Prob. Costruire (flg. 70) un quadrato intorno ad una 
data diagonale AB: 

Sol. Còl raggio AB, centro A si 
descriva l'arco BCDE. Collo stesso 
raggio, e col centro B si descriva 
l'arco indefinito CP , e si faccia a 
BC^CD=DE. Si faccia poi a BD 
=^Ba=Ea. Ora col raggio Aa, e col 
centro E si tagli 1' arco CP in P. 
Col raggio AP, e coi centri A ^ B 
si segnino due archi, che si taglino 
in L ed M. Sarà ALBM il quadrato 
cercato. 

Dim. Se sì supponga per brevità AB—\, sarà AP — '/,»''2 
(§ 10A) = AL=BL. Quindi {ALy={BLY='l^, ed {ALf+^BL)' 
=\^iABy. Dunque l'angolo BLA è retto (48, lib. I), e semi- 
retti i due angoli eguali tra loro LBA , LAB (5 e 32, lib. I). 
Istessamento si dimostrerà essere retto l'angolo BMA, e semi- 
retti gli angoli MBA, MAB. Dunque saranno retti gli angoli 
MBL, MAL ed ALBM sarà il quadrato cercato. 
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143. Trovare (fig. 71 il centro d'un cerchio dato MAB. 

Sol. Fatto centro in qual- 
che punto A della sua circon- 
ferenza, con uno raggio arbi- 
trario AB, che riesca minore 
del diametro del cerchio dato, 
e maggiore del suo quarto, si 
descriva la semicirconferenza 
BCDE facendo ad AB= BC 
= CD^ DE. Sia M il punto 
dove questa taglia la circon- 
ferenza del cerchio dato. Col 

raggio E,V, e coi centri E ed A si segnino due archi , ohe si 
taglino in L. Colio stesso raggio LA, e col centro L si tagli il 
cerchio fiME in Q. Col raggio BQ, e. coi centri B ed ^ si se- 
gnino due archi, che si taglino in 0. Sarà O il centro cerreto. 

Dim. Kssendo la BAE una retta (15, lib. IV) , 1' angolo 
esterno LAB k eguale ai due interni opposti ALE, AEL presi 
insieme nel triangolo ALE (ii2 , lib. I). Ora i triangoli LAE, 
LAQ hanno tutti i lali eguali fra loro; quindi hanno eguali gli 
angoli opposti ai Iati eguali (8, lib. I). È dunque l'angolo AEL 
= ÌIAL ed ALE=ALQ,. Dunque l'angolo LAB è eguale al due 
presi insieme QAL e QLA. E tolto via da tutte due le parti 
l'angolo QAL, resta l'angolo QAB=^ QLA. Sarà dnnque nel 
triangolo LAQ ta somma degli altri due angoli LAQ, LQA 
eguale alla somma dei due angoli AQB, ABQ nel triangolo ABQ 
(32, lib. I). Ma questi due triangoli LAQ, ABQ sono isosceli 
per costruzione; dnnque gli angoli alla loro base sarfuiQO eguali 
alta semìsomma (5, lib. I), e però eguali nell'uno e nell' altro 
triangolo tra loro. Saranno dunque i triangoli LAQ , ABQ si- 
mili (4, lib. VI), e sarà LA ad AQ, come AQ a QB. E sosti- 
tuendo valori eguali, sarà ME ad SA, come AB ad OB. Dan- 



qne i triangoli isosceli MAE, 
sono equiangoli tra loro (5, li 
=AEM. Ma l'angolo JHvlB estt 
tra loro, presi insieme AME, A. 
Dunque sarà egoale all'angoh 
OAB^OAM. Ma sono ancora m 
tra loro i lati AB, AM, ed il 
triangoli hanno nn angolo egua 
(4, lib. I) sarà anche il terzo 
terzo lato Oitf dell'altro. Dunq 
e però è il centro, che si ceri 

144. Qualora s'è trovato 
zionale alle due LA, .4Q, osa 
lore del raggio del cerchio, ( 
prendere dae punti ad arbitri 
e fatto centro in essi, con qu( 
si taglino. La loro sezione sai 

145. Sarà utile in pratica 
meno acuti, scegliere ad occh 
valore del raggio del cerchio 

146. ì'roh. Ad un trian- 
golo equilatero (flg. 72) dato 
cireosci'ivere ed inscrivere un 
cerchio. 

Sol. Siano i vertici del 
triangolo dato A, fi ed M. Col 
raggio AM, e col centro A si 
segni l'arco MDE, e si faccia 
ad AM^MD^DE. Col raggio 
BD e eoi centri B ed A si si 
in L. Collo stesso raggio LA. 
in Q, Col raggio QE, e con dui 
A e B, presi per centri si sei 
0. Collo stesso raggio 0-4, e e 
Esso sarà circoscritto al trial 

Si divida per metà la Q2 
collo stesso centro si deso 
inscritto al triangolo. 
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LHm. Dalla dimqstrazione del § 143 risulta es 
la QE terza proporzionale alle due EM, EA, ess 
la BAE una retta. Sarà dunque la QE raggio d'un cerchio, che 
passa pei tre punti M, A, B; e sarà O il centro (§ 1+4). 

Nella figura 59 , nella qaale il cerchio DBd è inscritto al 
triangolo NLM, avendosi la AD perpendicolare ad LD, e la NAB 
ad LE (§ 131), i triangoli rettangoli NDA, NBL, che hanno un 
angolo comune in ^V, hanno anche il terzo angolo eguale (32, 
lib. I); quindi si ba la proporzione (4, lib. VI) NL : LB : : NA : 
DA. Ma NL è doppia di LS; dunque anche NA è doppia di 
DA, cioè il raggio del cerchio circoscritto al triangolo equila- 
tero è doppio del l'aggio del cerchio inscritto. Dunque ecc. 

147. l'roi. Ad un quadrato 
dato circoscrivere ed int 
un cerchio (flg. 7S). 

Sol. Siono i quattro vertici "^^ 
dati del quadrato A , 
Si faccia fld Afì=AE. Ad /'fl=* 
—PE. Collo stesso raggio BP, eP 
col centro B si segni un arco,? 
che passi per Q e g. Col centro|| 
E, e col raggio EA si tagli que- 
st'arco m Q, G q. Collo stesso raggio AE, e coi centri Q e g 
si segnino due archi, che si taglino in M. Col raggio AQ, e coi 
centri A g B s\ segnino due archi, che ai taglino in 0, Collo 
stesso raggio GB, e col eentro si descriva un cerchio. Esso 
sarà circoscritto al quaclrato. Collo stesso centro O, e col raggio 
OM si descriva un altro cerchio. Esso sarà inscritto al quadrato. 

Dim. Se per brevità si suppone AB^^l, si avrà ^Q='/jV'2 
(§ \M)^AO^B0. Sarà dunque {AOY+{BOY=l={ABy. Quindi 
sarà retto l'angolo BOA (48, lib. I), e aemiretti gli angoli OAB, 
OSA (5 e 32, lib. I). Essendo poi retto l'angolo' BAP del qua- 
drato, sarà semiretto l'angolo OAP. Dunque nei due triangoli 
BAO, PAO si avrà un angolo eguale compreso fra lati eguali 
tra loro. Quindi sarà anche OB — OP (4, lib. I). Nella stessa 
maniera si dimostra essere anche OB=OT. Dunque il cerchio 
ABTP è circoscritto al quadrato. 

La OM è perpendicolare alla MA (§ 83). Dunque la BMA 




è tangente al cei-ohio descritto 
mostra degli altri lati AP, PT 
col raggio OM, e col centro C 

148. /"foi). Ad un qualun- 
que poligono regoltii'e(fig. 74) 
circoscrivere e inscrivere un 
cerchio. 

Siono B, A, M tre vertici 
di questo poligono regolare, 
dei quali quello di mezzo A 
sia egu^liuente lontano dagli 
altri due B ed M. Fatto eon- 
trp in A , col rHggio Ali ni 
descriva la seniicii-eonferenza 
jBCZ>£(§ 64). Col raggio ME, 
e coi centri A ed E si segnino 
due archi, che si taglino in /^. 
LA si tagli la semicirconferer 
raggio del cerchio circoscritto, 
tici del poligono, per esempio 
due. archi, che si taglino Ìd C 

Se AB è un lato del poligi 
Sarà OT il raggio del cerchio 
medesimo centro 0. Se fosse i 
del poligono, si divida per me 
cerchio da inscriversi col med 

Dim. Che sia il centro 
punti B, A, M, risulta dalla t 
centro del cerchio ciseoscritio, 
si può far passare che un cen 

E poi OT perpendicolare 
tangente al cerchio descritto 
(16, lib, I). Lo stesso si dim( 
ad AB. Dunque questo cerchii 
per lato AB. Istessamente ai < 
col raggio Oi , e col centro G 
per lato Ab. 

149. Se AB è lato del polig 



il cerchio, ci saraDiio molte maniere di dividerlo per metà (§ 66). 
Pel quadrato abbiamo asBegnato la più semplice (§ 147). Pel 
triangolo solo (§ 146) il raggio del cerchio inscritto è la metà 
del raggio del circoscrìtto. Nel solo quadrato è egnale alla metà, 
del lato. 

150. Proi. Trovare il centro 
8 d'un cerchio (flg, 75), che passi 
per tre punti dati PQR. 

Sol. Fatto centro in Pe Qt 
con un raggio arbitrario si se- 
gnino dne archi, che si tagline 
in ^ e fi. Fatto centro in Q ( d 
R, si segnino pure con un raggio* 
arbitrario due archi, che sì ta- 
glino in Ce D. Si trovi il punto 
8, dove le dne AB, CD si ta- 
gliano (§ 112). Sarà S il centro cercato. 

Dim. Vedi la 25, lib. III. 

LIBRO UNDECIMO 

PROBLEMI VARJ 

151. Prob. Data una scala LS, trovare l' area del campo 
triangolare ABD , e del campo 

quadrilatero ASCD (fig. 76). 

8ol. Si fliecia a vlB — Ba; a 
DA=Da (g 11). Si portino sulla 
scala LS le distanze Aa e BD 
prese sni compasso , e si trovi 
essere per esempio Aa—1 , BD 
— 8. Si moltiplichino tra loro 
questi due numeri, e si pigli il 
quarto del prodotto = 14. Questo 
numero esprimat'.Y l' j.n'a ^eì 
triangolo ABD. 

Se si voglia l'area del campo 
quadrilatero jIB CO, trovato, 



come qui sopra, il pant 
Si trovino sulla scala le 
pio Aa~7, Cc=5. Per 1 
trovata sulla scala per 
quarta parte 24. Queste 
tero ABCD. 

IHm. La Aa è dopi 
sopra la BD (§ 14). Ma 
metà, dell'area d'un par 
e per altezza questa pei 
alla quarta parte del pi 
l'area del triangolo BC 
dotto della Ce nella BI 
è eguale alla quarta pai 
parallele Aa, Ce nella li 

152. Può servire qv 
an disegno di un camp( 
lateri e triangoli coirin 
bero proporre anche altn 
niere di ridurlo in tra 
ma queste si possono, qc 
giovi, raccogliere faciln 
dal metodo , col quale 
sciolto questo problema 

153. i¥o6. Dati i 
triangolari (flg. 77), che 
tengono una piramide tt 
dra, trovare nella sua 
il punto, nel quale cac 
perpendicolare dal ver ti 
trovare la sua altezza. 

Sol. Sia il triangolo 
1» base di questa pira 
tetraedra,e sieno^-EO, J 
AFB i piani triangolari 
vanno al suo vertice. 

Col centro C e col n 
CD = CE si descriva i 



centro B e col raggio BD si descriva un a: 
1 in d. Col centro .4 e col raggio AE si segni nn arco, 
li il primo in e. 

;rovi il punto P, dove si tagliano le due rette Dd , Ee 
Sarà questo il punto, dove cade la perpendicolare dal 
della piramide. 

livida per metà la C £ in m (§ 66). Col raggio m C, 
n si descriva la semicirconferenza CpE. Si faccia a CP 
ara Ep l'altezza della piramide. 

1. Se nella piramide SABC , (flg. 78) che ha per base 
:olo ABC e per vertice S, si guidi nel triangolo SCB 
, SS perpendicnlarea 
nel piano della base 
:al punto S si alzi la 
icolare id; sarà in 
muto P, in cui cade 
ndicolare 8P dal ver- 
lib. XI}. Istessamente 
into iSnel piano SAC 

ad ^C la perpendi- 
fe , e da I nel piano 
se .^ CB si guidi la 
licolare e e alla stessa 

■à in essa il punto P. Sarà dunque questo la sezione 
le rette Sd, te. Ma nella Figura 77, nella quale I punti 
; rappresentano il punto S della Figura 78 , la i>d è 
icolare alla BC in un punto S (§ 14) ; così pure la Ee 
ndicolare alla AC in un punto «. Dunque il punto P è 
to. 

indo poi i due triangoli C PS, (flg. 78,) Gp E (fig. 77) 
)li in P e ^ il primo per supposizione e il secondo per 
ib. TU , ed essendo C S la stessa CE e la CP = Cp ; 
Cora P8 = pE. Poiché (Fig. 78) (CS)' - (CP)^ = (PSy' 

I). Egualmente (Pig. 77) (CE)' —(Cp)* =ÌpEy. Ma 
CPf=^(CEy-iCpy. Dnnqne (PSy=(pEy. Quindi PS= 
Innque pE l'altezza della piramide. 

Fin qxd nelle Dimostrazioni non ci siamo dipartiti dagli 
ti di Euclide. Ma poiché in seguito ciò non si potrebbe 
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più fare ogni volta senza troppa prolissità; porremo qui in sus- 
sidio alcune equazioni, che si trovano dimostrato in tutti i trat- 
tati di Trigonometria Piana. 

155. Se in un cerchio descritto col raggio = 1 sieno x ed 
y due archi qualunque ; si avrà : 

sen {x + y) = sena? . cosy -f cosa? . seny, 
•en (a? — y) = sena? . cosy — cosa? . seny, 
cos (a? + y) = cosa? . cosy — sena? . seny, 
cos (a? — y) == cosa? . cosy + sena; . seny. 

156. Se nella terza di queste equazioni si ponga a? = y ; 
si avrà: 

cos 2a? = (cosa?)* — (sena?/. 
E poiché (cosa?)* + (sena?)* = 1 , e quindi (cosa?)* = 1 — 
(sena?)*; ne verrà cos 2a? = 1 -> 2 (sena?)* e quindi (sena?)* = 

— ~ : é finalmente sena? =:l/i_ZL?2^_??. 

2 ' r 2 

157. Se si sommano la prima e la seconda delle equazioni 
del § 155, ne verrà 

sen (a? + y) + sen (a? — y) = 2 sena? . cosy, 

e quindi 

sen (x-\- y)'^- sen (a? — v) 
sena? . cosy = ^^ — ' ^^ ' ^^^ ^ . 

Se si faccia x -\- y =: p^ x — y = q* si avrà 2a? = p + $ ; 

quindi sen p + sen q = 2sen ^Ì5 . cos £l5 • 
^ ^ 2 2 

158. Se si sommano la terza e la quarta delle equazioni 
del § 155, ne verrà 

cos (a? -f- y) + cos (a? — y) 
cosa? . cosy = ^^ — L_^Z-J v ^j_ ^ 

e quindi cos p + cos q = 2 cos - ^"^^ cos ^~^^ • 

159. Se si sottrae la terza dalla quarta delle predette e- 
quazioni, ne verrà 

cos (a? — v) — cos (x + y) 
sena? . seny = ^^ ^ i — J-EL ^ 

e quindi cos q — cos p = 2 sen £Ì2 . sen SZISl - 



160. Essendo 2 sena: = corda 2 x; sar& (§ 
2 1^ 1- cos 2ic . g pjjgyj ^ j„ im,^ ^[2 3 



corda 



: = 2l/-l^ 



Se si chiami k la corda, e il coseno, « il sen 
del complemento al quadrante ; ai avrà 

if = '2 - 2 e, ft* = 2 - 2 s. 
Dalla prima di queste due equazioni si avrà 



A' = 2 — 2/t }/ 1 — '/, *^'- 

161. Prob. In un dato triangolo equilatero 
inscrivere un quadrato 
becd (§ 124). 

sa. I. Se vorremo ser- 
virci dei lati dati del trian- 
golo, col centro^ e col rag- 
gio AB si descriva il aerai- 
cerchio BCDE (§ 64). 

Col centro E, col rag- 
j;ioE<? si descriva un arco, 
che tagli il dato lato AB 
in e. Col centro A, e col 
raprgio Be si descriva un 
ai-co , che tagli lo stesso 
lato in b. Coi centri 6 e e 
e col raggio eb si descri- 
vano due archi, che taglino 
i lati AC in d e CB in e. Sarà becd il quadrato 

Dim. Posto per brevità AB^\, sarà Ee= E 
(I 2); quindi Be=BE—Ee=2—^/~i—Ab\ quindi be 
= 2t'"3 — 3 — (2 — y"3) Vs = ec. Sarà dunque Be : «t : ; v^—v » ;= 
(2-yi)V"3 : : 1 : V-3. 

Ma se si suppone che \& AB sia tagliata per metà in T 
dalla perpendicolare CT; sarà pure BT: TC: -. '/, : 7,V"3 (§ 104); 
cioè BT : TC : : 1 : y^. Dunque la ec è parallela alla TC (2, 
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lib. VI), e quindi perpendicolare alla AB (27, lib. I). Lo stesso 

si dimostrerà della db. Dunque becd è il quadrato inscritto. 
Sol. II. Se poi non ci volessimo servire della intersezione 

dei lati dati del triangolo ABC; ma solamente dati i tre punti 

estremi A^ B e C del triangolo si dovessero trovare i quattro 

punti &, e, e, d del quadrato da inscriversi; 

Col centro E , come prima , , e col raggio EC si segni un 

arco, che passi per e^ C ed a. Collo stesso raggio, e col centro 

B si segni un arco, che tagli l'antecedente in a. 

Col raggio AB, e col centro a si tagli la semicirconferenza 

BCDE in H. Si faccia in essa ad Ha=HI=IK. 

Col raggio aK, e col centro D si descriva un arco, che 

passi per e. Sarà determinato il punto e. 

Col raggio J5e, e col centi'o A si guidi un arco per h. Col 

raggio Ce, e col centro C si guidi un altro arco, che tagli Tul- 
timo in h. Col raggio he, e coi centri 6 e (7 si segnino due archi, 
che si taglino in d. Collo stesso raggio he, e coi centri e e C 
si segnino due archi, che si taglino in e. Sarà hecd il qua- 
drato cercato. 

Ovvero compito il cerchio BCDEl, e fatto ad AB = El\ 
col raggio aK determinato come qui sopra, e coi centri D e S 
si descrivano due archi, che si taglino in e. Il resto si faccia 
come sopra. 

Dim. Il punto K si sarà qui determinato come nella fi- 
gura 9 (§ 32) per via del medesimo punto a, sicché Tarco BK 
sarà una ventiquattresima parte della circonferenza. Ora nella 
figura 9 essendo BK=Bk=EM; se si confrontino i punti a, K, 
B, k, Ay M coi punti Q, A, R, S, p, B della figura 4; dall'e- 
quazione (AQy=(RQy—AS.pQ (§ 20) risulterà per la figura 9 
l'equazione {aKy=^{Baf—Kk . Aa. Ora Kk è corda d'una dodi- 
cesima parte della circonferenza. Per trovare il suo valore, 
supponendo per brevità AB=1, si ha il seno di BN=Kk=AX 
(fig. 12) = 72» e il doppio del suo coseno^ cioè 2NX — N0 = 
= BD = y'3: quindi se nell'equazione (§ 160) corda x = 
y2 — 2 cos a? in luogo di x si costituisce l'arco Kk, e in luogo 

di 2 cos X, y"3, si avrà la retta Kk=Ì2 — f~^=Ì^li—fT^. Quindi 
{aKY=^^- (j^^~ fl^. Ì~2 (§ 27) = 3 - (^^3 - l)=4- ^Z. Ora 
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se coi centri O e 5, e col ritggio oK si sedino dne ai 
glino in e, sarA il punto f, sulla retu BE(% 13), che d 
egualmente la />S al punto li ad ang:oli l'etti (§ 14] 
='hf^ (§ 104)- Essendo dunque iDeY={DIty+(el 
sarft (eR)'^(Dey-iDRy=i-f3 - ^l,=^-^~^^-^ e 

l's — '/? ^ «E— )'lì. Dunque per la dimosirazioi 
zione 1 il punto e è uno degli estremi del quadi 
lo stesso, se si trovi coi centri D ed E, e coi di 
BD , coinè nella prima parie di questa Soiuzion 
poi eguali i lati tra loro i due irianpoli C'Ah, CI 
golo CBfi=CAI> (8, lib. 1) ^CBA. Quindi il punt 
BA, e sarà un altro estremo del quadrato. Finali 
in questa Soluzione le rette Cb, Ce le stesse di i 
grandezza, che nella Soluzione prima, ed essendt 
prima Soluzione C'd=bd , Cc—ec a cagione del ti 
latero Cai pel parallelismo della ed alla BA (2 , 
ranno anche i punti dee determinati in questa S< 
nella prima. 

162. Prob. Nel quadrato ABLF inscrivere 
equilatero (flg. 80), clic ha 
un angolo B ad un angolo 
del quadrato. 

Sol. I. Col centro A e 
col raggio AB si descriva 
laeemicirconferenzft BFE, 
facendo ad FB = FÉ ; si 
faccia pure a BE~BQ,~ 
=EQ. Se ci vogliamo ser- 
vire delle sezioni dei lati 
dati del quadrato; col cen- 
tro F e col raggio FQ si 
descriva un arco, che tagli 
due lati del quadrato nei ' 

punti M ed A', saranno i punti B, M, N gli estr 
golo cercato. 



Dim. Essendo retto l' an^lc 
=(ABf+iAQy (47, lib. I), e prei 
i^l+iAQY; quindi ^Q=V"3; FQ= 
Quindi (FMy=(FNy^i-2fa , < 
=8— 4i''3. Essendo poi LM=LF^ 
(ì:m)'=7--4v^. Quindi {BMf={t 
Istessamente si dimostra essere {. 
MN=BN. 

Sol. II. Se non si supponfjar 
del quadrato A, B, L, F; trovi 
punto Q, col centro F, e col rag 
ferenza QRSNM, e fatto ad FQ^ 
e col raggio BN si tagli questa 
Saranno i punti B, N, M gli esti 

IXim. L'arco QB'S'W è la metal 
Dunque il punto ff è nella retta Q 
da F, clic nella Soluzione I; du 
anche nella Soluzione Isi trova 
scritti eoi centri F ed S, e coi r 
come in questa; dunque è lo stes 

IfiS. Prob. In un triangolo i 
vertici (flg. 81) P, Q, R, inscri- 
vere un esagono regolare. 

boi. Si divida la distana QM 
in tre parti eguali nei punti e e 
d {§fi8). Coi centri e e d, e col 
raggio ed si segnino due arclii, 
che ai taglino in A. Collo stesso 
raggio, e col centro A si descriva 
un cerchio, e si faccia nella sua 
circonferenza a dc=cB — BC= 
— CD— DE. Saranno i punti B, 
C, D, E, d, ci vertici dell'esa- 
gono inscritto. 

Dim. Il triangolo BcQ ha i 
ed del triangolo Ade, e 1' angolo 
lismo delle due Bc, Ad (27, lib. I) 
(4, lib. I), e i' angolo cQfi=dcA 



Bolla PQ. Istessamente si dimoBtra, che gli altri pai 
sono aui lati del triangolo proposto. Danque ecc. 

164 Prob. Iq an dato quadrato (fig. 82) ABLF 
nn ottagoDO regolare. 

Sol I. Se ci vo- 
ghamo servire dell' in- 
tereezione dei lati dati 
del quadrato , col cen- 
tro A e co] raggio AB 
SI descriva la semicir- 
conferenza BCDE, fa- 
cendo ad AB=BC^CD 
=DE Si faccia a BF 
=BQ adEd=EQ. Col 

raggio 4Q e col centro A si taglino due lati in l 
stesso raggio , e coi centri B, L cA F b\ taglino ii 
lati nei punti a, d, e, f, e h. Saranno questi i veri 
tagOQO abcdefgh. 

%l II. Trovato come nella Soluzione I il pu 
raggio AQ, e coi centri A e B si segnino due ar 
taglino in 0. Collo stesso i-aggÌo, e col centro A si 
AB in b. Col centro O, e col raggio Ob si descriva 
che tagli i lati del quadrato negli altri punti e, d, e 
Saranno essi i vertici dell'ottagono. 

Sol. III. Se non fossero dati i lati del quadrai 
i quattro i vertici A, E, L, F; trovato come nella 
Il punto Q, si faccia ad EC=EM, a BF=BM. Col 
e col centro A si descriva un arco , che passi per 
stesso raggio , e col centro B si descriva un arco 
per f , g. Collo stesso raggio , e col centro L si i 
arco, che passi per A, a. Collo stesso raggio, e col 
descriva un arco, che passi per b, e. Col raggio AQ 
A, B,L, F si taglino questi archi neiptinti b,g,d. 
Questi saranno i vertici dell'ottagono. 

Dim. Sapposto per brevità, che sia -4S=l;aarà 
(§ 104); 4Q— '/,y^. Sara dunque {Ad)' = iAMy=' 
^(ABy-\-{BcC)\ per essere (Bd)'={.4Q)'='/j. Sarà d 
r angolo ABd (48. Uh. I) , e però il ponto d sarà 



Sarà: 1" af , ovvero aA it Iato dell' ottagono d( 
ovvero ag II lato dell'ottagono triplo. 

Dim. Se ai supponga essere AB = 1, sarà i 
(§ 139); aS— a3=V'3 (§ 2). Ma le aree delle flgl 
in ragione duplicata dei lati omologhi (20 , lib, 
sarà oA lato d'uti ottagono doppio, ed aB d'un 

16G. Prob. In un cerchio dì raggio dato A E 
scrivere tre cerchj, che lo tocchino, e si tocchli 

Sol. Nella circonferenza del cerchio dato si f 
BC=GD=DE^Ed=dc. Col raggio BD, e col o 
scriva on arco, che passi per n , p , ed «. Collo 
BD, e col centro E si tagli quest'arco in a ed 
raggio, e coi centri C, e si descrivano due arci 
glino in V; e coi centri D e d due altri archi, 
in u. Collo stesso raggio, e eoi centri V , v sì à 
archi, che passino per m ed n. Col raggio AB, 
ed a si tagli la circonferenza del cerchio dato i 
g, k. Si faccia in essa circonferenza allo stesso 
GL=HI=gl^hi. Si faccia ad Aa=BF, ad IL^ 
iy. Ad Yy—Fm.='Fn. A Dn — Dp. Coi centro A 
m.n si descriva il cerchio PSRXQT, e preso nel 
ferenza un punto arbitrario P , si faccia a PA- 
=XQ^QT. Finalmente coi centri P, Q, R, e oc 
descrivano ire cerchj. Saranno questi i cercati. 

Dim. Essendo la / L corda d' una duodecin 



circonferenza (§ 32), sarà IL^ ^2—^2 (3 160). 
quadrato del diametro {Li)'^(ILy+(Iiy (47, lib. 
si avrà i^2-\r5+(Iiy; quindi (Iiy=2+y'^, ed j 
avrà poi (§ 20) (o/)==(aS)'-^Zi . ^0=3—1^4+2) 

=2— V"3. Quindi al— IL— f 2 — fS. Per le stess 
aL=LI\ quindi sarà alYL un rombo, e si avrà ( 
(/L)'=3(Zi)' (§ 139). Quindi aY=IL . f^. Ma ei 
/ ed Z. egualmente lontani da A; saranno i tre 
nella stessa retta (§ 13), Quindi A¥=Aa—aY=y 
V'^-(3Vvr— V"^=l'"^— f^=IL. Lo stesso si d 



Ay, Essendo poi 11 ponto y nella aa cioè nella aA (§ 13); sarà 
Yy=^%AT. Ora i punti F, 5, -4, -E? , v sono nella stessa retta 
(§ 13). Se si supponga per un momento, che nella stessa retta 
sieno i punti m, n; sarà Am=A F— Fm==2 — V"5. Poiché se si 
confrontino i punti C, e, F, B, A, E punti Ay B^ Q, P , p; q 
della Fig. 3, si avrà in questa Figura 83, VB=AE (§ 14) , e 
quindi' J.F=2. È poi Vm=:fs. Istessamente si dimostrerà es- 
sere An=2—fs. Quindi sarà (Fmy=:(Amy+(AFY (47 , lib. I) 

=7— 4f3+l=4(2-y"3). Quindi Fm=2^ 2--f5 = 2AY. Si è poi 

preso nella costruzione della Figura -Pm=2 y 2 — i/"S. Dunque il 
punto m sarà nella retta VA. Lo stesso si dimostra del punto 
n. Dunque essendo perciò ^w=2— jTS; sarà mn = 4 — 2fs. A- 
vendo poi i triangoli B p D, vnD i lati eguali tra loro ; sarà 
l'angolo Dvn=DBp (8, lib. I). Ma l'angolo Dvn, che è lo stesso 
coll'angolo DvB^ essendo eguale all'angolo DBV (5, lib. I), si 
avrà l'angolo DBp=DBv. Dunque il punto p è nella retta ^jE?. 
Si ha poi Dn=Dp, e istessamente si dimostra dn=zdp. Dunque 
confrontando i punti D^ d , A , n , p , E di questa Figura coi 
punti Ay B, Q, P , p , q della Figura 3 , si troverà in questa 
Fig. 83 essere pE=An=2 — }/"3. Quindi pn=AE-'2An=l—4:+ 
2V"3=2|/^— 3. Essendo poi il triangolo equilatero PQR simile al 
triangolo equilatero BDd, e quindi anche il triangolo ABD si- 
mile al triangolo APE (20, lib. VI); sarà AB : BD : : AP : PE, 
Cioè 1 : iTs : : 4— 2]r3 : PE. Quindi PE=4:fs—6=2pn. Tagliata 
dunque per metà la PE in p, sarà il punto p egualmente nelle 
due circonferenze dei cerchi descritti coi centri P ed i? , e 
sarà p il punto di contatto (12, lib. III). Si aggiunga ora alla 
retta AE=mn=4:—2^'3 il raggio del cerchio descritto col cen- 
tro Ey ossia la retta Er=np=2fs — 3 ; si avrà ^r=:4^3=l= 
AB. Dunque il punto r sarà egualmente nelle due circonfe- 
renze, e il cerchio descritto col centro E toccherà internamente 
il cerchio dato (11, libro III). Lo stesso si dimostrerà degli altri. 
Dunque ecc. 

167. Questo Problema viene sciolto elegantemente da Tom- 
maso Simpson Sdect. Exercises Ecc. OeometriccU 'Problems, Prob. 
13, col cerchio e colla riga. Dalla nostra costruzione apparisce 
poter&i sciogliere ancora più brevemente colla riga e col com- 
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pasHo, dì quello che fa il Simpson , ea condotta la retta Vav, 
e fatto in essa ad AB=BV—Ev, ai faccia a BD=Vm—Bv=vm., 
col centro A , e col raggio mn si descriva il cerchio /"Qfi , e 
si faccia il restante come nella Solozione antecedeste. 

168. Prob. Col centro A (flg. 83) descrivere jm cerchio, ohe 



tocchi esteriormente i tre cerchi inscritti per il Problema an- 
tecedente (§ 166} ad un cerchio dato. 

Sòl. Si cerchi una terza proporzionale alle dne A B , Am 
(§ 86). Con essa presa per raggio , e col centro A si descriva 
nn cerchio. Sar& esso il cercato. 

Dim, Elssendo AB=\; Am = 2 — i^, sarà la terza propor- 
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zionale =7—4/3. Pra se dal raggio Ar=l si sottragga il dia- 
metro qr del cerchio descritto col centro R, cioè se si sottragga 
2np=4y'3—6; si avrà appunto 7 — éiTs. Dunque un cerchio de- 
scritto col centjo A, e con quella terza proporzionale toccherà 
questo cerchio inscritto nel punto q {12 y lib. Ili) , e toccherà 
ancora gli altri due cerchj). 

169. Prob, In un cerchio di raggio dato AB (fig. 84) in- 
scrivere quattro cerchj , che siano tangenti di esso e tra loro. 

Sol, Si faccia nella circonferenza del dato cerchio ad ^-B 
=BC=CD=DE, Quindi a BD=Ba=Ea; quindi ad Aa=BF= 
Bf; quindi ad AB=FN=FO; quindi a BD=NP=OP. Col cen- 
tro ^, e col raggio aP si descriva il cerchio QRST, Preso un 
punto arbitrario Q sulla sua circonferenza, si faccia in essa a 
BQ=FE=E8=fT. Coi centri Q, E, S, T, e col raggio aF si 
descrivano quattro cerchj. Essi saranno i cercati. 

Dim. Essendo BF=FE^Ef=^fB (§ 27); sarà ancora CiR= 
ES=ST=TQ (§ 93). Sarà dunque retto l'angolo TAQ, Dunque 
{TQy = iATy + (AQy = 2(ATy, Preso poi AB=1', sarà anche 
FPz=l (§ 166); quindi AP=2. Sarà pure Aa=\r2 (§ 27); quindi 
aP=2-f2; aF=]r2-l, Quindi 2(ATy=2(aPY=(TQy=2(2-- 
y"2)«, e TQ=(2-f2) f2=2\/'2-2=2{\/'^-l)=2aF. 

Dunque la distanza dei due centri T e Q è uguale^ alla 
somma dei raggi dei due cerchj descritti con questi centri. 
Quindi essi si toccano alla metà della T Q in p. Lo stesso si 
proverà di due altri qualunque. Sia poi r il punto, dove la AR 
continuata taglia il cerchio descritto col centro i?; sarà Ar=AR 
+Rr=aP-\-aF=PF=l=AB, Dunque il punto r sarà nella cir- 
conferenza del cerchio dato. Quindi la ^ r passando pei due 
centri ^ ed i? sarà perpendicolare alla tangente d' entrambi 
al punto r; quindi essi si toccheranno tra loro (13 e 16, lib. III). 
Lo stesso si dimostra degli altri. 

170. Prob. Col centro A (fig. 84) descrivere un cerchio, 
che tocchi i quattro ultimamente inscritti (§ 169) in un cer- 
chio dato. 

Sol. Si trovi una terza proporzionale alle due rette F P^ 
Fa (§ 86). Con essa presa per raggio , e col centro A si de- 
scriva un cerchio. Esso sarà il cercato. 

Dim. Essendo PF=1, Fa—\/^ — ly sarà la terza propor- 
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zionale egrualé a 3— 2V^- Ora sia q II punto , dove il raggio 
Ar taglia il cerchio descritto coi centro R. Sarà q r diametro 
di esso cerchio=2oF=2\/'3 — 2; ii qual valore sottratto da 1= 
Ar, iascierà Aq=5—2)/~ eguale a quella terza proporzionale. 
Dunque il punto q aarà nelle due circonferenze ; ed essendo 
nella retta AR, la perpendicolare ad essa retta in q sarà tan- 
gente ai due cerchj, i quali ai toccheranuo in q (13 e 16 , li- 
bro in). Lo stesso si dimostra, per gli altri. 

171. Prob. Trovare un arco di cerchio, che abbia il coseno 
eguale alla corda (Fig. 85). 

Sol. Con un raggio 
AB supposto=l sia de- 
scrìtto l'arco BCDE, e 
si faccia ad AB=BC= 
CD^ DE=DP= CP. 
Quindi si faccia a BD= 
Ba—Ea. Quindi ad ^4a 
= BF. Col raggio PF, 
e col centro B si segni 
un arco che tagli l'arco 
BC in Q. Sarà 1' arco 
BQ ii cercato. 

Dim. I punti A, F, a, P sono nella stessa retta {§ 13). I 
punU poi B, A, D, P essendo lontani dal punto C per la di- 
stanza CB sono nella circonferenza d' un cerchio , che si de- 
scrive col centro C, raggio CB. Inoltre essendo a CB^BA= 
AD^DP, sarà BOP diametro di questo cerchio (15 , lib. VI) 
e PA=\/~ (§ 2). Quindi PF^fs—l=BQ. Se ora si cala QR 
perpendicolare sopra AB, si avrà (BQ;)'—(ABy+(AQ,y~ 2AB . 
AR (13 , lib. II); cioè (■fS—iy=i-2f3=2—2AE, e quindi AR 
=fS—l=BQ, come si era proposto di fare. 

Questi ultimi Problemi sono dell' Ozanam sciolti da esso 
eolla riga e col compasso. 

172. Prob. Dati gli assi B E , MN" {Ag. 86) d' una elisse, 
descrivere intomo ad essi un'ovale composta di quattro archi 
di cerchio, che siano tangenti tra loro. 

Soluz. Gol centro A, dove si tagliano gli assi, e col rag- 
gio A B , che è il semi - asse maggiore, si descriva la semi- 



circonferenza B l 
col rag^o BD si I 
Aii 8Ì tagli il 
semi - asse AE 
in m. Collo 
stesso centro 
A, e col rag;gio 
Ad si descriva 
l'ai-oo rfe, e si 
faccia ad Ent— 
de. Con nn rag- 
gio arbitrario, 
e coi centri d 
ed e si tagli 
l'arco BDE in 
S ed e. Col rag- 
gio Se, e col 
centro 4 si ta- 
gli l'asse BE in - 
descrivano gli a 
EG=Eg. Quindi 
col centro R, e 
sera per M. Col 
scriva l'arco fg, 
levasi. 

Dim. Essen< 
eguali gli angol 
formeranno nns 
sono eguali ai t 
archi BF, FG s 
Lo stesso contai 
ponga per brevi 
=y"H— 1. Essem 
tiplicando tutti 
(4, lib. V), Ad{/ 
numerici di Aa 
primo termine, 
=de(y-5+l)^. 
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(§ 139) (Rry^i{Pliy-iPQy=8iPRy. Quindi Rr=PR . ^5= 
de (3+V"3), ed SA^'j^ de (3+V 3). Si ha poi AM=Am=AE—Em 
=AE—de=l-de. Quindi RA-i-AM^l+^/^e(l+yT) , ossia RM 
=1+7,PJJ. Essendo poi PF=PB=l—AP=l — 'j^PR, si avrà 
PF+PR—l+'I^PR, cioè FR=RM. Dunque l'arco FQ passerà 
per M. Istessamente si mostrerà ciie l'arco fg passerà per ^, 
Dunque eco. 

173. Proh. Descrivere (tìg. 87) una spirale BLEMFNGPH 
composta di piJiarchì 

di cerchio. 

Sol. Sia Bl 
BF la distanza, 
si vuol dare alle 
voluzioni di qui 
spirale. Divisa In 
per nielA in A r§ > 
col centro A , e 
raggio AB si des 
va la semicircoi 
renza BLE (§ i 
Col centro B, e 
raggio B£ si desci 
la semicirconferenza 

EMF. Di ntiovo col centro A , e col raggio AF si descriva la 
semicirconferenza FNQ. Di nuovo col centro B, e col raggio 
BG si descriva la semicirconferenza GPH. Nella stessa maniera 
si potrebbe prosegnire questa spirale indefinitamente. 

Si potrà. allo stesso modo duplicare questa spirale, se preso 
il punto h ad una distanza qual si vuole da B sulla AB {§ 73), 
coi centri ^i e & a vicenda si descriveranno le semicircoufe- 
renze ble, efmf, fng, gph, ecc. 

Questo Problema non ha bisogno di dimostrazione. 

174. Prób. Trovare rfi e K Vi. 

Sol. Col raggio AB=\, e col centro A (flg. 88) si descriva 
la semicirconferenza BCDE , facendo ad AB=BC^CD=DE. 
Quindi si faccia a BD=Ba=Ea. Quindi ad Aa^BP; ad AB 
=-EP. Sulla semicirconferenza si notino i punti B, I, K, ta.- 
cendo alla stessa AB=aH=HI=IK. 



Co] raggio AP, e coi centri E ed S ai segnino dna archi, 

che si taglino In Z. ed Jtf. Sarà LM= ffi . 

Col raggio AB, e coi 
centri aeKsi segnino dae 
archi, che si taglino in Q 

ed B. Sarà QR = |/7Ì- 

Dim. Essendo ELHM 
im rombo, sarà (§ 139} 
(iJtf)» = 4 ( LH)' - (HE) ' 
:='i(APy-(HEy;mà(Apy 
='L (§ 104), {HEy =2 
y a (§§ 30 e 36). Dunque 
{LMy = yl ; quindi LM = f{i. 

Essendo pure aQKR un rombo, si avrà egualmente (Qfl)' 
=^_aQy-{aK)\ Ma (aQ/ = {ABy ^ 1 ; (oJf)==4- ys (§161). 
Dunque (Qfl)=^ys; quindi QR = ^\-s. 

175. Con simili artifi^j si potrebbero trovare le radici quarte 
degli altri numeri interi senza servirsi del metodo di trovare 
le medie proporzionali (§ 99). Con esso per avere [* yT si sa- 
reblw dovuta trovare una media proporzionale tra 1 e \/~3 , 
ovvero tra '/s e 2yà, o tra altre due quantità, che moltipll- 
cate una per l'altra dessero fi. Ma la sua strada sarebbe molto 
più complicata. Se si coltiverà questa Geometria del Compasso, 
se ne avranno dei frutti utilissimi. Io tengo preparate sopra ciò 
altre ricerche, che potranno aver luogo in un'Opera pili estesa 
di questa. Ecco un uso del Problema antecedente per rapporto 
alla piramide tetraedra regolare. 

176. Proh. Dato il Iato .^£ (flg. 89) d'una piramide tetraedra 
regolare 8ABC; trovare : 1" la sua altezza; 2° il lato d'tm qua- 
drato, che ne agguagli la superficie; 3° il lato d'un quadrato, 
sul quale costruendo nna piramide, che abbia per altezza il lato 
della proposta, la agguagli in solidità; 4° il lato d'un qtiadrato, 
sul quale costruendo una piramide d' altezza eguale alla pro- 
posta, l'agguagli anche in solidità; b" il raggio d'una sfera cir- 
coscritta. 

Sol. Costruita col raggio AB la figura 88, come nel Froble- 
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ma g 174, col centro B, e col ra|^o Sa si descriTa l'arco a^, 

e ei faccia ad Aa=EN. Col raggio 

AN e coi centri A ed £ sì segnino 

due archi, che si taglino in n. Collo 

^ stesso raggio nA, centro n, si tagli 

ì la semicirconferenza BCDE In S. 

< Si divida LM per metà in m (§ 

66) , così pure QM per metà in q. 

Sarà 

1" B8 l'altezza della piramide. 

2" QR il lato del quadrato, che 
ne agguaglia la superficie. 

3" Mm il lato de! qnadrato base 
d' una piramide d' altezza eguale al lato della proposta, e ad 
essa egnale in solidità. 

4" 09 il lato del quadrato base d'una piramide di altezza 
e di solidità eguale alla proposta. 

5° AN il diametro d'una sfera circoscrìtta. 

Dim. Se dal vertice 8 della piramide sì cali una perpendi- 
colare Bm sul lato AB , essendo equilatero il triangolo SAB, 
essa taglierà in m per metà la AB (12, lib. I). Se quindi nella 
base ABC si alza alla AB da m la perpendicolare inT , essa 
passerà per C (11, lìb. I), e sarà in essali punto T, dove cade 
da S la perpendicolare sulla base (11, lib. XI). Egualmente si 
dimostra , che il punto T sarà nella retta Bn , che taglia per 
metà il lato AC. Si guidi la mn , essa sarà parallela alla BC 
(2, lib. VI), e il triangolo Amn sarà equiangolo al triangolo ABC 
(27, lib. I), e la BC dupla della mn {4, lìb. VI). Saranno poi 
equiangoli tra loro ì triangoli BCT, «inT (15 e 27, lib. I), e 
sarà BC:mrt::CT:mT{i, lib. VI). Dunque CT" doppia della 
mT; quindi m2'= '/, Cm. Posto poi AB=\, si ha Cm=8m,= 
7,Vl (§ 104). Dunque Tm='l^yT. Essendo poi (a»)'=(mr)'+ 
(ST)' (47, lìb. I), cioè Vi='/„+(S'T)'; si avrà («7^' = '/,,= '/.; 
quindi ST= K^- Si ha poi (fig- 88) AN^ '/, i/e (§ 104) = 
V/"^,=V^"5^ = ^M. Si ha pure AnzASy. A8:8B {§ 86); cioè 
V''^/; : 1 : : 1 : SB. Quindi 8B= \/%=8T. (fig. 89) Che era il primo. 

La superficie poi della piramide tetraedra è egnale al qua- 
druplo della superficie della base (fig. 89) ABC , la quale es- 
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sendo eguale a '^-iB . Cm:=:^^fy 3 (41, lib. I), sarà la 8iì{)erft6ie Vg 

della piramide=v/"3. Quindi il lato del quadrato, che Tag^a- yl 

glia = J^yi. Ma è (fig. 88) ja Qfi = J^ (§ 174). Dun- *| 

que la QJ? è il lato del quadrato cercato. Che era il secondo. \'/:^. 

Essendo nelle piramidi egnali reciproche tra loro le basi 
e re altezze (9, lib. XII), si avrà 1 ; V^', \ ^UV'^ : alla base della 
piramide, che ha l'altezza ==^1^=1. Quindi sarà l'atea di questa 

hase=74V"2) ^ il l*ito del quadrato di quest'area=72 (^y^= -^^ 
(§ 174). Che era il terzo. 

jBésendo le piramidi d'altezza eguale in ragione delle basi, 
il é(aadrato eguale al triangolo J5C= */* V^"5 ^^^^ P^r ^^^^ 

7g ffi =Qq (§173). Che era il quarto. 

È poi il diametro della sfera circoscritta alla piramide te- 
traedra la potenza sesquialtera del lato della piramide (13/ 
lib. Xni), cioè =V/"^. È dunque =:AN. Che era il quinto. 

177. Proh. Data l'altezza 8T d'una piramide (fig. 88 e 89) 
tetràedra regolare, trovare il suo lato AB, . ;| 

Sol. Con un raggio AB (fig? 88) eguale ad 8T (fig. 89), si w| 

descriva il semicerchio BCDE fatto ad AB^BC:=: CD=zDE. 
Col centro Bj e col raggio BD si descriva l'arco D-ATa, e collo 
stesso raggio , e col centro E si tagli in a. Col raggio ila , e 
collo stesso centro E si tagli in N. Sarà AN il lato cercato 
eguale al lato AB della fig. 89. 

Dim. Nella fig^8 si ha AB : AN: ! 1 : [T'^ (§ 176), ed es- -^ 

sendo 1 : i/" ^/g ; ; lA'*/^ : 1, come resta dimostrato dall'eguaglianza ' 1 

del prodotto degli estremi e dei medj, sarà AB ad AN come 
l/^^ ad 1, cioè nel rapporto dell'altezza della piramide te- 
tràedra al suo lato (§ 176). Dunque ecc. 

178. Prob, Dividere (fig. 90) la AB=1 in cinque parti eguali 4| 
anche nel caso , che non si poesia avere una quintupla della ^ 
AB, come al § 69. /f 

Sol, Col raggio AB, e col centro A descritto il cerchio BDp, 
e fatto nella sua circonferenza ad AB=BC=:CD=J)E, quindi 
a BD:=^Ba=:BoL=Ea==:E(x., col raggio AB, e col centro a si tagli 
la circonferenza in g, e collo stesso raggio, e col centro g si de- 
scriva l'arco AnoL. Ora col raggio BE , e col centro a si tagli 
quest'arco in n. Col raggio a??, e col centio B si tagli la cir- 
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confervDza in P e p. Collo bUisso raggio pB , e col centri p e 
P b1 segnloo dae archi, chC' 
ei taglino jb Q. 8ar& ^Q nna 
quinta parte della AB posta 
solla sna direzione. 

Dtm. Se si euppon^A nn 
ponto ti solla direzione della 
AE, e eia Au=Aa, sarà per 
gli angoli retti aAa, dAu, 
{o«)' = 2(a^)' = 2(«^)' = (««)= 
=4=:(BE)'; quindi aw=«M= 
BE=an. Essendo poi eguali 
gli angoli gAB, gAx semiretti 
eDirambi (§ 30] , saranno e- 
goali tra loro gli angoli gAa, 
gAu , ciascuno ogoale a tre 
semiretti. Quindi nei due 
triangoli gAa, gAu, aventi 

un angolo eguale compreso tt& lati eguali, sarà anche eguale il 
terzo lato^ a) terzojru{4,lib. I); quindi un cerchio deBoritto col 
centro g, raggio ga passerà per u, e sarà concentrico al cerchio 
Antt. 81 ha poi ^ = y~B (§ 104), ed essendo an=ut, si ha (§ 93) 



di se si confrontino i punti P, B, p, Q, A di questa figura 90 
coi punti A, p, B, P, Q, deUa figura 3, si avrà, per la figura 90, 
BQ,.BA={BF)* (§ 19), cioè SQ=7,. Quindi AQ, che è nella 
stessa retta (§ 13)=7,. 

179. Qnesto Problema, che ha una soluzione abbastanza 
semplice , non doveva essere omesso in grazia della divisione 
decimale, che si eseguisce dividendo in due, quindi in cinque, 
o viceversa. Serve ancora al seguente 

180. Proh. Descrivere (fig. 90) un triangolo rettangolo i di 
cui lati siano In proporzione aritmetica. 

Sol. Fatta la costruzione della soluzione precedente (§ 178), 
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col centro E, e col rag^ EQ si tagli la circonferenza in N. 
Sar& il triangolo BNE il. cercato. 

Dim. Esso sarà rettangolo (31, lib. III). Posto poi ^£=1, 
sarà JSQ^EÀ+A<Ì=''I^=EN. Ed avendoai (BEy=(ENy +{BNy 
(47, Ub. I), cioè 4=«/„+(S,V)', sarà (BNy=**l„, quindi BN 
^=*/, , BE^^^"!, in proporzione aritmetica. 

181. Prob. Descrivere (flg. 91) nn triangolo rettangolo, i di 
cai lati BiaDO In propor- 
zione geometrica. 

Sol, Con an raggio i 
AB, centro A ai descriva 
un cerchio BDd , e si 
faccia nella suacircon- 1 
ferenza ad AB=:BC= 1 
= OD = DE=Ed = dc. I 
Quindi Hi fuccia a BD 
= Ba^= Ea, quindi ad 
Aa=D^ = d^=Cb=ch. 
Ora col raggio 6p, e col 
centro E si tagli la cir- 
conferenza del cerchio 
in N. Il triangolo BNB 
sarà il cercato. 

Bim. La AB resta divisa in ^ In estrema e media ragione 
(§ 46). Quindi se si faccia AB=l; A^=x, si avrà B^=l—x\ 
x'=\—x', e quindi x=A^=' j,{i~ì—i.), donde risulta h^=2A^= 
=f6-\=EN. Si ha poi {BEy^iENy+{BNy (31, lib. HI; 47, 
lib. I), cioè 4:=&—^i+(BNy. Quindi(BA^)»=2()'5-l) = B£. 
NE. Si ha dunque BE-.BN/.BN-.NE (17, lib. VI). Dunque ecc. 
182. Lemma. Posti i lati dei cinque poliedri regolari = 1, 
, sarà il raggio d'una efera, che contiene 
il tetraedro ='l,\/~'^, 
il cubo ='/,l^ 3, 

l'ottaedro =*/j^^ a, 
il dodecaedro ='/*t^' ■ (^'+^)' 



l'icosaedro 



Btm. Per la la, lib. XIII il diametro della Bfera, che con- 
tìene la piramide compresa da quattro triangoli equilateri , è 
per potenza seeqaialtero del lato della piramide , cioè posto il 
lato —1, è il diametro =i/''^; quindi il raggio ='/,Ì^'^. 

Per la 15 , lib. XIII il diametro della stiera , che contiene 
il cubo, è per potenza triplo del lato, cioè— 1/""3; quindi il rag- 
gio='/,t^"». 

Per la 14, lib. XlIl il diametro della sfera, che comprende 
1' ottaedro, cioè quel corpo regolare , che ha otto faccie tutte 
triangoli equilateri, è duplo in potenza del lato d'uno dì questi 
triangoli, cioè— 1/2 ! quindi il raggio =7*1^3". 

Per la 17, lib, XllI la sfera, che comprende il dodecaedro, 
cioè quel corpo regolare, che ha dodici faccie tutte pentagoni 
regolari, comprende anche nn cubo, cbe ha per lato una dia- 
gonale di quei pentagoni. Ma la diagonale BN (fig. 64) d' un 
pentagono ABLMN, posto il lato AB=1, dico che è— '/^l/'s +1)- 
Poiché è (§ 137) BNT^bE=Ab+AE ='l, (ir 6 -1) + 1 (§ 182) 
='/i(l^s"+l). Dunque la BN, ossia la diagonale d'un penta- 
gono, che ha il lato=l, è ='/i(l^6 +1)- Se aopra questa ai forma 
un "cubo, li diametro della afera, che lo comprende, sarà di po- 
tenza triplo di questa, cioè— '/iClT+lji/T. Dtrnque il raggio 
dì questa sfera, che comprende il dodecaedro, è='/tV^3^- 
(V^+1). 

Per la 16, lib. XIII se aia AB il diametro della sfera, che 
comprende l'icosaedro, e presa fflir. 92) in esso la AC quadrupla 
dì CB, e alzata la per- 
pendicolare CD, che in- 
contra in D la semicir- ; 
conferenza ADB, se col i 
raggio DB sì descrive 
un cerchio, e in questo 
cerchio un pentagono 
regolare, il lato di que- 
sto pentagono sarà il 
lato dell'icosaedro, 
cioè di quel corpo re- 
golare , che ha venti 
faccie tutte triangoli equilateri. Orai! lato del pentagono ha quel 



rapporto al raggio del cerchio circoseritto, ohe ha la retta S6 
alla BA (flg. 12) (§40). Ma posto JB=1, si ha ^6='/, (\/5 -1); 
iAòy^'U (6-2\/5 )='/^8- Vs ); (BbY=(ABy+{A6y (47, lib. I) 
= ^~^'^ . Quindi si avrà £6 -. AB; -ì/ ^-ìTs . j. n,a si ha 

Dunque posto il latodeirico8aedro=l, sarà BD (Fig. 92)= 
1/ 6_-f/5 Si j,^ poi (^B)!^5(Bi>). (16, lib. 18)= ^ + ''^ Dun- 
que JB = |/I±^, e il raggio = '/, ì/^ + V^. 

183. Profc. Dato il Iato ^S (Fig. 93) dei cinque corpi re- 
golari , trovare il raggio delle diverse sfere , che li compren- 
dono. 

Sol. Col rag- 
gio^ B,centro ^ , si 
descriva il cerchio 
SDd , e ai faccia 
nella sua circon- 
ferenza ad AB =^ 
BC=CD=DE = 
Ed. Quindi si fac- 
cia a BD = Ba= 
B-x=Ex=Ea. Col 
centro a, e eoi rag- 
gio Od si descriva 1 
1' arco a P. Collo ' 
stesso centro «, e 
col rag^o hB si 
descriva l'arco 

^qs. Collo stesso centro «, e col raggio AB ti descriva l'arco 
ffrt. Collo stesso centro *, e col raggio BE si descriva 1' arco 
IHQRST, Col raggio Aa, e col centri D , d sì descrivano due 
archi , ohe si taglino in b. Col raggio Ab , e col centro E si 
tagli la circonferenza in L. Si faccia ad AB=^mP=JìQ, quindi 



Aa=MR, qnindi ad M—MS, quindi a Ble=.MT. SÌ faccia poi 
ad aB=Pp, quindi ad MB=Qq=S», quindi ad Mg=Rr=Tt. Sarà 



gt 



il raggio 
della sfera, 

che 
comprende 



il tetraedro 
U cubo 
l'ottaedro 
il dodecaedro 
l'icosaedro 



Dim. Posto AB=l. ai ha (xo=2v/ a {§ 100), aB=\/ 3. Si ha 
poi <ui:aB::aP:Bp (§ 93), cioè 2^ -i-.V s/.l : Bp. Sarà dun- 
que Bp=^jy'^t. Quindi ecc. (§ 182). 

Si ha pure (§ 93) outf : aS: iJtfQ : Bq, cioè 2 : \/ s : : 1 : B}. 
Quindi Bq=^UV 3- 

Parimente si ha DiM:n^\\MR:gr, cioè 2 -X.w/ i: gr; quindi 
ffr='}y 2. 

Si ha egualmente aM: «fl: :MS ■■ Bs. Ma MS=bE='/^ ;v^ 9 
+1) r§ 182), dunque 2:\/3:: V.{V5 + l):5s- Quindi Bs z= 
V*!/'» ■ ti/ 5+1). 

Si ha finalmente a-tf:o[gf ;: MT-.gt. Ma MT—BL. È poi 
(BI,)'=(BE)'— (EL)' (31, ]ib. lU; 47 ìib. I), cioè {SL)==<B£)' 
_5+V/5 



-(J&)»=4-V,(3-V/ 5) (§ 1 



/5 + \/5. 



•/./ 



:-.K 



5+1/5. 



- Quindi BL = MT = 



' t ; e quindi ^r ( ; 



5 + 1A5 



Dunque le di- 
stanze Bp , Bq, gr, 
Bs , gt saranno ri- 
spettivamente i rag- 
gi delle sfere , che 
comprendono i cin-, 
que corpi regolari pi- 
ramide, cubo, ottae- 
dro, dodecaedro , i- 
cosaedro. 

184. Prob. Dato 



lii 

il raggio AB (Fig. 94) della sfera, che comprende i cinque 
corpi regolari, trovare i lati di essi. 

Sol. Sia col raggio AB^ centro A^ descritto il cerchio mas- 
simo della sfera BDd , e sia fatto nella sua circonferenza ad 
AB=BC=CD=DE=Ed, (^mnàì a BD^Éa=Ea; quindi ad 
Aa=Db=(^. 

Si faccia poi nella circonferenza ad AB=aHf quindi ad 
Aa=:EF=Hh, Col centro a, e col raggio aE si descriva l'arco 
ESQP. Collo stesso centro a, e col raggio BE si descriva l'arco 
'Lstqp, Collo stesso centro a,"e col raggio ah si descriva l'arco 
hT. Si faccia ad Aa=EP\ sìj^ AB=EQ\ ad Ab=E8; 8kbF=hT. 
Quindi si faccia ad EL=Pp=Qq=S8; quindi ad hL=^Tt. Sarà 



Lp 
Lq 
Aa 
Ls 
Lt 



il lato 
del 



tetraedro 

cubo 

ottaedro 

dodecaedro 

icosaedro 



Dim. Si ha Vslvgo Eh eguale ad una ottava parte della cir- 
conferenza (§ 30); quindi ah=:\f 5 (§ 186). Essendo poi retto 
l'angolo bAFy lo stesso che BAF per essere il punto b sulla 
AE (§§. 13 , 27), sarà bF il lato del pentagono (§ 40), ^ 6 il 
lato del decagono inscritto al cerchio BDd (§ 41). Posto dunque 
AB=1, sarà Ab=:'l,(ir 5-^1) (§ ISl), (bFy=(AFy+(Aby^l+ 



5—1^5 



5-r 5 



. Si avrà poi 



V*(6-2iA 5)=^-i-^; quindi bF=hT= ^ ^^ 

aE : aL.'.EP : Lp (§ 93), cioè i/" 3 : 2 . ; ]/' 2 : Lp. Sarà dunque 
Lp=2|/""27^ . Ora il rapporto del raggio della sfera al. lato del 
tetraedro contenuto è Vzl^^ • ^ (§ 1^2): :l :^2\/'^ . Fmto dun- 
que il raggio AB della sfera=l; sarà Lp il lato del tetraedro 
contenuto. . , 

Si avi:à pure- (§ 93) aE: aL,\Eq : Lq, cioè \r é : 2: : 1 .: Lq\ 
quindi L5 = 2 i/^^. Ora il rapporto del raggio della sfera al 
lato del cubo contenuto è V2 1^ 3 : 1 (§ 182) : : 1 ; 2|/"T^ . Dun- 
que ecc. 

Si avrà parimente ila = y; 2 lato dell'ottaedro. Poiché il 



rapporto del raggio delU 

é V.l^a:l {§ 182):-.l:i/ 

Bgualmeate si avrà 



sfera al lato del dodecae 

(§ i82)::l:!^.I 

Finalmeote si avr& t 
^h^:U. Qaìndi Lt = 

della sfera al iato del 

(§ 182):;l:2|/5^ 

185. Prob. Dato un 
di OD eercbio dato; trovi 
il triangolo B Z. ^ sia 
equilatero , e tocchi il 
cerchio col lato LM alla 
metà di esso lato in E. 
Sol. Si faccia al rag- 
gio del (^e^chio dato AB 
^BC=CD^ DE = Ed 
nella circonferenza d[ 
esso. Quindi si faccia a 
BD=Ba=Ea. Col cen- 
tro a; e col raggio a^ 
si descriva itn arco, che 
passi per ot. Go\ centro 
£, e col raggio E A si 
Collo stesso raggio tE, i 
in P. Ora col raggio El 
che passi per £ ed ^. 
segnino due archi, che 
ranno Z> ed 3f i due pa 
Dim. Confrontando i 
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o.B.P della flgnra3dall'eqiiazÌoiie(^Q)'=(^p)'+{pQ)' 
appartenente alla fig. 3 (§ 17) si ricaverà l'equazìODe 
flgara 95, (Aa)' = {AEy+iEay—EP . Ea. Quindi {§ 
Ì—EP . y~B. Quindi -I^EP.yl; ed £:p=V,Vl. Essendo 
ati E, P, a nella stessa retta (§ 13), sarà Pa=Ea—EP 

ponga gnidata la BE , che tagli in R io, Dd; sarà ' 
l—'l,; JiD—^l,y'^ ; BE^2 ; quindi la quarta propor- 
e tre BR, RD, BE sarà ='I,\'3=EM. 8arà pure (§ 
Vj, BD—fs (6 2). Quindi la quarta proporzionale 
B, Bl), RE sarà ='l^y'3— DM. Saranno dunque le 
della quantità richiesta, perchè il triangolo BEM 
le al triangolo BRD (2 , lib. VI). Dunque saranno 
!hè il punto M non potrebbe cascare in altro luogo 
Si proverà nella stessa maniera, che il triangolo BRd 
triangolo BEL. Quindi il triangolo BDd è simile al 
fìML {20, lib. VI). Dunque anche questo è equilatero. 
re retti gli angoli BEM, BEL eguali agli angoli BRD, 
tto eguali le rette EM, EL. Dunque il triangolo BLM 



*rofc. In un cerchio (flg. ! 
le quadrati e- 
quali uno sia 
3 al cerchio , 
lo tocchino, 
scuno un lato 
il quadrato di 

i facciano al 
eguali le cor- 
?Z), DE. Si 
ÌD^fìa=Ea. 
icciano eguali 
BF, Bf. Col 
t,e col eentro 
il cerchio in 
'accia oA Aa 
!orda Crgr. Col 



) di raggio dato AB inserì- 



lU 
rag^o ga, e col centro g ai deseriT» tin arco aP , 
sotto esso la corda aP^aA. Collo st«sso centro^, e 
gA ai descriva un arco Ap sulla direzione dell'arco 
eia ad aA=Pp. Si facciano ora ad Ap eguali le cor 
Em, FI. Collo stesso raggio Ap, e coi centri B,q, / 
F, l si descrivano degli archi, che si taglino dentro 
in L, Q, N, M. Sarà LMlfQ il quadrato centrale, BL' 
ENMm, FMLl gli altri quadrati cercati, 

Dim. Se si confh>ntino i punti a. A, Q,B, qA 
gura coi punti Q, p. A, R, 8 della figura 4, si avr 
l'equazione per questa figura 96, {agy = {aBy + Gg 
posto il raggio AB=\, (aff)'^3+2-5 (§ 27); quindi 
poi aP = aA = j* 2. Ora si ha ga : aP : : yA : Ap (§ 
y~5 : t''a : : 1 : Ap. Quindi Ap = y'*/,, = Em.. Essendo j 
una semicirconferenza {§ 64) , sarà BmE un angolo 
lib. ni), quindi (SE)'=(B»»)^+(mE)'; cioè 4^(Bm)'-f 
(Bm)'— 9 . 7, , e Sm= 3/^/7= 3m.£. Dello eteseo vai' 
vera essere qE, e si dimostrerà esser retti tutti gli i 
del quadrilatero '£tn£(^, che sono in semicerchj. Dui 
un parallelogrammo rettangolo. Istessamente si dimo 
an parallelogrammo rettangolo Flfn. Se si faccia la 
=A:, sarà mF corda del complemento al quadrante - 
e si avrà h'=2—2k\|l—*j^k*. Quindi essendo fc'=7i 
/i'=2-2fcj'V^=2-2|/'^^=2— '/,:^V,=2fc' , cioè {Pf> 
-\-{Mmf. Quindi l'angolo FMm sarà retto (48, lib. i 
altri BIÀ, fOq, ENn. Se poi si chiami x la distanza di 
dal punto dove cade la perpendicolare da Fsopra la J 
{13, lib. II) {BF)' = {Fm)*+(Bmy+2Bm.x, cioè ì 
— eaii'Ts'- Quindi xf~^=*j,, e dividendo per y"^, si 
=mM. In seguito se si chiami y la perpendicolare , 
cade sulla Bm, si avrà y'=(Fwi)'— a;'— '/, — 7,— '/^ ; 
=1'"^ = ■F'jW- Quindi si dimostra essere il punto M 
Egualmente si dimostra esservi il punto L. Essehd 
Bm = 3Em = Mm. + BL + Em ; sarà anche LM = j 
mostrano poi dello stesso valore gli altri lati MN , 
Dalle cose dette fin qui resta pur dimostrato esseri 
angoli ai punti L , M , N , Q estemi al quadrilater 



IDO and 
ilevano. 
Dati (ag 
lentae^)- 
-ovare i 
•,c,d, e, 
gliereb- 
i di esso 

ato'del 



e, d, e. 

ìttppon- 
( diago- 
lat! del 
DE, si I 
Ab=bD 
vrà poi 
[D (32, 
bAD = 
lib. I). 
•lo ABb 
lib. I), 
,5=60. 

rs è il 
'ìgla di 

In nn 
diragr- 
Brivere 
golari. 
ia nella 

BD=B 



■^ ■" 
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faccia aeila circonferenza a bF=BP= PQz= QR=RS. Collo 
stesso raggio bF, e coi centri i5, P, Q, /?, 8 si segnino degli 
archi, che si taglino in p, p, q^ r, s. Ora col raggio P/?, e coi 
eentri p, P si segnino due archi, che si taglino e. Collo stesso 
raggio , e coi centri P, p si segnino due archi, che si taglino 
in d. Si avranno due dei pentagoni cercati, cioè ^pqrs, pentagono 
al centro A, e ppdPc, che tocca il cerchio dato in P. Nella stessa 
guisa si troveranno i vertici , che mancano agli altri quattro 
pentagoni pqfQfi, qrhRg, rskSi, s^mBL 

Dira, Saranno i punti B, P, Q, i?, 8 estremi di un penta- 
gono regolare inscritto al cerchio dato (§§ 40, 128). Quindi sa- 
ranno i punti p, p nella diagonale BQ\ i punti p, q nella dia- 
gonale PR (§ 187), ed essendo Bp—^Q, sarà B^^pQ, Istessa- 
mente si proverà Pp=qR, e per essere BQ=PR (27, lib. Ili), 
sarà anche B^~Pp e Pp=pq' Istessamente si proverà, che sono 
uguali tra loro tutti i lati del pentagono ppqrs. Si ha poi l'an- 
golo ^pq, cioè BpR-^BPR+PBp (32, lib. I); ma PBp cioè PBQ 
— QPR, Dunque ^pq—BPQ, Istessamente si dimostra, che gli 
altri angoli dei pentagono ppqrs sono eguali agli angoli del pen- 
tagono BPQRS, Dunque sono entrambi regolari. Si avrà inoltre 
l'angolo QBR, formato da due diagonali del pentagono BPQR8j 
che è l'angolo pi5s, eguale all'angolo pqs formato da due diago- 
nali del pentagono ppqrs (20, lib. VI). Quindi essendo isosceli 
entrambi i triangoli pPs , p^s , avranno eguali tra loro anche 
gli angoli alla base comune ps (5 , 32, lib. I) ; quindi anche i 
triangoli saranno in tutto eguali (26, lib. I). Quindi i triangoli 
i5mp , ^pq, avendo tutti i lati eguali tra loro, avranno eguali 
anche gli angoli (8, lib. I), come pure i triangoli Bis, srq. 
Quindi tutti i lati e gli angoli del pentagono Bm^sl saranno 
eguali ai lati e agli angoli del pentagono Ppqrs, e però entrambi 
saranno regolari. Lo stesso si dimostra degli altri pentagoni 
^cPdpy peQfq, qgRhr, riSks, Dunque ecc. 

189. Il punto b sarà centro del pentagone ^mBls, e la di- 
stanza bB raggio del cerchio circoscritto ad esso pentagono, e 
agli altri eguali , come dimostreremo subito ; il che aggiunge 
una nuova bella proprietà al punto b già rimarcato tante volte 
in questa Geometria. Poiché oltre alle divisioni in estrema e 
media ragione, che per esso nascono nel diametro ^J[JS?(§§ 45, 



e la determinazione fati 
IO inacritto al cerchio () 
leca^no inscritto allo s 
aggelo del cercliio circos 
inscrivere al mag'gior i 
Problema. Difatti pos 
V'S— 1) {§ 181); essendo p- 

Qy+(Aby: ne verrfl. IH 



■bA, cioè BQ-.B^i-.BA 
li dei pentagoni BPQRi 
ido dunque BA raggio 
lei secondo (20, lib. Vi; 
.90. Prob. Dati (flg. 99) 
Elie; trovare i punti l, 
, g, p, q, nei quali si ta- 
le sue dia^^onali , che 
>assano pel centro. 
M. Si faccia a BD=Ba 
; quindi a BC=BA=CA 
; ad aA—aa; ad %B=t.P 
'. Ora col raggio aP , e 
lenlri B, C si segnino 
irchi, che si taglino In l; 
ntri C,D Altri due, che 
flino inni, e cosi via via. 
ino questi i punti cer- 

Wwi. Si supponga, che U 
naii indicate si taglino 
"f "f 9, P, <i- Essendo Vi 
)arallela a cE (29 , lib. 
ì al triangolo CcE (2 , l 
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samente lo sarà il triangolo Blq simile al triangolo BÙd. Els- 
sendo poi il triangolo CcE eguale al triangolo BdD, per avere 
i lati eguali a quelli di esso (§2) (8, 4, lib. I), ed essendo il 
lato BD, e quindi im, egualmente distante dal lato cE cbe fi 
lato Ce, e quindi ql, dal lato dD (14, tib. Ili), se si sovrap- 
ponga il triangolo BdD al triangolo CcE, ta retta ql cascherà 
sulla retta Im e le sarà, eguale. Ma è Bl—lq. Dunque Bl=lm. 
Istessamente ai dimostra, che è Dm=ml. Dunque è Bl='j,BD 
=V.t'^ (ponendo il raggio del cerchio BC=AB=:1) (§ 2). Istes- 
samente Cl=*l,i's. Ma si sono appunto prese 5i=Ci=:oP='/iV^ 
(g 185). Dunque l è uno del punti cercati. Lo stesso si dimostra 
degli altri punti m, n, g, p, q. Dunque ecc. 

191. Proh. Nel cerchio (flg. 100) di raggio dato AB inscri- 
vere sette esagoni regolare , uno dei quali sia concentrico al 
cerchio, e gli altri siano 
disposti intomo ad esso. 

Sol. Sì faccia nella 
circonferenza del cer- 
chio dato ad AB = BC 
= GD=:DE^Ed. Quin- 
di a Z)B=D F=rfF. Col 
raggio CV. % coi centri 
C ed .4 si segnino due 
archi, che si taglino ìn 
jP, Collo slesso raggio 
PC , centro P si tagli 
la circonferenza del cer- 
chio dato in B, Sarà di 
il lato degli esagoni da 
inscriversi , i quali si 
inscriveranno facilmen- 
mente uno presso l'al- 
tro. Poiché collo stesso 
lato dZ preso per raggio, 

e coi centri d, S si segnino due archi , che si taglino in a. 
Collo slesso raggio, e col centro a si descriva un cerchio, dentro 
il quale si inscriva un esagono regolare {15, lib. IV) dhmìipq. 
Collo stesso raggio, e col eentro A si descriva un cerchio, che 




i 
I 
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{>dsser& per np. In esso si descriva l'esagono, dxe ha per uno 
dei lati pn. Sopra i lati di questo esagono si descrivano gli altri 
esagoni y come si è fatto da prima sul lato dly e sarà fatto quanto 
volevasi. 

nim. Posto per brevità AB=1; sarà CP=CV=\/-'7 (§ 100) 
=AP. Ssarà poi AF: A^::A^:td (§ 86) ; cioè ]/l .1::1:M', 
quindi 8d=y"i/7. 

Si suppongano per un momento inscritti gli esagoni cer- 
cati, e sia r incognita dt lato di essi ==a?; si divida essa per 
metà in v, e si guidi la Av, che le sarà perpendicolare (§83), 
e passerà per a centro dell'esagono, di cui è lato dZ, tagliando 
pure per metà in {a il lato pn deàV esagono centrale. Essendo 
nel triangolo equilatero Apn^ pn: A\^: :1 : VgV^ (§ 104); si avrà 
a? : A\^ : : 1 : VgV^^ quindi -4{ìl=72^^» ^ quindi Av=SA\f.=*l2X^~s; 
è poi dv = ^j^x. Essendo poi 1 = {Ad)'^ = (Avy -}- (dv)* ; sarà 1 
=^'^l^a^+^l^x'^=7x^; quindi x'=^l^, ed x=f^, della quale gran- 
dezza si è appunto determinata la dh nella Soluzione del Pro- 
blema, come si è dimostrato qui sopra. Dunque ecc. 

Questo Problema si trova in Pappo, lib. Vili, Prob, 15, 
Prop. 19^ sciolto colla riga e col compasso non più semplice- 
mente di così. Egli vi ha pure aggiunta una costruzione mec- 
canica. 

192. Noi crediamo di avere omai adempito quanto abbiamo 
promesso ai §§ 6 e 7. E quanto al primo punto abbiamo già 
dati tutti gli elementi della Geometria del Compasso; cioè tutti 
que' Problemi, che bastano a potere col solo compasso senza 
la riga trovare tutti que' punti , che si possono trovare col 
compasso e colla riga insieme. Per dimostrar questo (§ 71) si 
osservi : primo, che per via della Geometria Elementare i punti 
d'un Problema si trovano o colla sezione degli archi fra loro, e 
questa è tutta cosa propria della Geometria del compassò , o 
colle sezioni degli archi e delle rette^ o delle rette fra loro, e 

tutto questo articolo vien ad essere compreso dal Libro Settimo 
§ 110 e seguenti. Una retta poi qualunque, che sia necessaria 
alla Soluzione d' un Problema , viene determinata dalla gran- 
dezza e dalla posizione. Per rapporto alla grandezza abbiamo 
insegnato ad ingrandire, diminuire, dividere qualungue gran- 
dezza finita in qualunque numero di parti nel Libro Terzo § 64 



lenti, e nel Libro Qnarto §§ 72, 73 e 74; 
le quarte, le medie proporzionali , cosi 
nna retta in qiminnque ragione data, n 
iti. Riguardo alla posizione delle rett«, e 
ia della posizione di due pnnti per ciasc 
ro Quarto g 76 e seguenti a ritrovare i 
ielle perpendicolari e delle parallele. Per 
ro ad ogni altro angolo dato per via di i 
rerà quanto è necessario il Lib. Vili § 
visione della circonferenza del cerchio e 
laniera possibile alla (reometria Elementi 
Il § 27 e seg:nenti. Dopo tutto ciò non v< 
Ito si possa desid<^rare. Quanto poi rigUE 
imi, che abbiamo qni raccolti, lascierem* 
udichino, se in un gran numero di casi u 
a pregio dell'opera, non solo per la prec 
la ancora per la speditezza della costmzio 
i, e servirsi del solo comparso fino a qa 
i tutti i punti necessarj al Problema, si 
, a condurre da un punto all' altro una 
eerto col solo compasso segnar non ai pi 
10 della riga. 

LIBRO DUODECIMO 

PBOBLEMI PER APPROSSIMAZIONE 

t3. Tutti i Problemi superiori al second 
10 sciogliere geometricamente colla sola 
ma richieggono intersezioni di curve co 
ori; quindi non si possono risolvere nem 
itria del Compasso esattamente. Gli stroi 
a cicloide, la concoide, la ciflbide, la tr; 
irve, che servono alla risoluzione di que' I 
ati con grande ingegno e riusciti nella 
liti, non ostante quando non si tratti di 
ita di quella curva, alla quale sono desi 
re un punto coli' intersezione dì quella 
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pratica tale dubbio di piccoli errori, talvolta 
!i, che si avrà in moltissimi casi a preferire 
;a dì que' metodi un'approssimazione pratica 
ì d'una costruzione fatta col compasso e colla 
si dico , che il maggior numero delle volte 
icora una risoluzione ottenuta col solo com- 
ic mostreranno a chi vorrà fare il confronto 
ioni colle gi& conosciute, 
sndovi finora metodo generale per ottenere 
ementare queste approssimazioni, non si dovrà 
mmeno io ne proponga uno per la mia Gtto- 
S80. Io non chiamo metodo Geometrico di ap- 
illo di ottenere prossimamente un valore col- 
[uelle scale, che si dicono geometriche, poiché 
vendo precedere un calcolo aritmetico; il me- 
e piuttosto chiamare aritmetico. Si supponga, 
si voglia la radice cubica del numero 2; l'e- 
vuol fare aritmeticamente di questa radice per 
e le parti decimali o rotti di altra natura sopra 
iriea col compasso , ad oggetto di duplicare 
si, che il ripiego sia di ragione dell' Aritme- 
I della Geometria. 

IO potuto specolare finora altro mezzo di otte- 
ite la soluzione di molti Problemi utili, sape- 
[rado, fìiori di quello di trovare varj generi, 
costruzioni di figure elementari; quindi dì as- 
Eolo il più gran numero che si possa, dei casi 
che innumerabili , che uè risultano. Tra essi 
•.he servono meglio all'intento, e adoperarli a 
ima. 

i generi, e quasi classi di costruzioni io ne ho 
e tengo a parte delle ricerche sulle medesime, 
classe e quella, della quale quasi unicamente 
«st'ultimo Libro delta nostra Geometria, è fon- 
i memorabili a,b ed e (fig. 9, 11 e 12) (§ 59), 
servito tanto ne' libri antecedenti, e sui quali 
Dorre le dodici equazioni da noi promesse (§ 59). 
. 12) il punto Z considerato per un punto qua- 
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lanqae preso snl quarto d! circonferenza SF pe 
costruita come nel lib, II, e nell'altro quarto Bf i 
cosiccliè si abbia Bz=BZ. Si avrà, (§§ 20 e 21). 

(A) . . . {aZy=(aBy—Zz . Aa, 

(B) . . . lbZy=ibBy+Zz . Ab, 
(E) . . . ieZy=(éBy-Zz . Ae. 

198. Se vogliamo te equazioni per le distanze 
a, & ed £ dal punto z, non sì avranno, che a can 
nel secondo membro delle equazioni antecedenti, 
20 e 21) 

{A') . . . ((uy^aBf+zZ . Aa, 
(S') . . . (bzf=(bBy—zZ . Ab, 
{E') . . . \ezy=leBy-\-zZ . Ae. 

199. Essendo 22, corda dell'arco doppio di BZ 
ed essendo nella supposizione di AB=1, che noli 

remo, (aB)'^(Bi3)'=3 (§ 2); {Aay=2 (§ 27); (j 

(§182); {Ae)=2-V2 (§38), quindi (eB)==(^i*)'+( 
Ab^^l^ì/T-Ì) (g 181); se si faccia aZ^a, si avri 
o*=3 -2 sen A.'i/'i; comprendiamo sotto questa equ 
11 caso, che l'arco A sia negativo, cioè Bz, nel qui 
prefìsso a 2 sen A.i/^ si cambia in +.. 

200. Il valore di a può sempre essere quello d 
corda del cerchio BDd, fuori che nel caso, che I* 
espressa per a superi il valore dì 2. Per calcolare p 
il valore di a in questi casi , essendo v~2 = BF = 
2 sen^ sen45'' — (ios{A — 45") — co8(^ + 45°) — coi 
'-9en(45°— ^) (§ 159), sì avrà, 

(*) n^=.S— 2cos(45''— .4)+2sen(4.'i''— ^). 

201. Negli altri casi, nei quali « è minore di S 

A' quetl' arco , del quale a è corda, si avrà — - = 

= ^~^^' (156) ='/, - senJ.V vr=V* - sen-* . 

diridncendo cob>4' = 2sen^.oos45° — '/si quindi ar 
coeJ'=sen(^+45°)+sen(^— 45°)— senSC 

(1) cosJ'=cos(45®— J)— sen{45°— ^)— sen3( 
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202. Se si vuole far servire questa equazione (1) alla divi- 
sione della circonferenza in quelle parti , che non si possono 
ottenere con precisione, si introdurrà in luogo di A un arco 
preciso, per esempio la ventesima parte (fig. 12) della circon- 
ferenza = 18"* , supponendo BZ=1S° , e si avrà cosA' = cos27® 
— sen27'*— sen30". 

Ora sen27^=0,4539905 

sen30°= :Q,5 

0,9539905 

cos27°= =0,8910065 
Quindi COSA' =—0,0629840 

Si trova poi sulle tavole 0,0629840=sen3° 36'-— ^r^. Ora essen- 

29uo 

1935 

do cosi vicino al valore di */, , che non v*è Terrore nem- 

meno d'una unità intera nelPultima cifì*a del numero 1935, si 
potrà prendere 0,0629840 pel seno di 3® 36^ 40' senza poter 
decidere colle tavole comuni, se vi sia pure l'errore di un mi- 
nuto terzo. Quindi l'arco A', che ha questo coseno negativo, 
sarà==93° 36' 40", e di quest'arco sarà corda la distanza aZ 
posto 5Z=18®. Applicando dunque la distanza aZ presa sul 
compasso per corda alla circonferenza , si determinerà un tal 
arco=93° 36' 40", assai prossimamente. 

203. Per indagare l'errore, che sfugge ai numeri delle ta- 
vole comuni, si consideri, che essendo il seno di 18° eguale alla 
metà della corda della decima parte della circonferenza , cioè 
=:^I^Ab=^l^{}f'5—l), e il coseno di 45<'==*/2V% l'equazione coSi4' 

=2sen^cos45«— 7^ del § 201 dacos^'=V4V'2(»^"5— 1)— V2=74(ylo— 
—V"2)— 7^=0,0629839824. Calcolato poi con più cifre anche il 

seno di 3« 36' 40% si trova =0,062984061154. Attenendosi so- 
lamente a otto cifre decimali, si trova sen3o 36' 39' =0,06297921. 
La differenza per 1", ossia per 60'" è 485. Se dunque 485 dà 60'", 

8 darà ^ ; non darà dunque un intero minuto terzo. Dunque 

l'arco, del quale è corda la distanza aZ, non è maggiore di 
93° 36' 40' di un intero minuto terzo. 

204. Posto tutto ciò, ecco V uso , che si potrebbe fare di 
questo valore per la divisione antica del cerchio. Lasciamo stare, 
(fig. 12) che potrebbe servire a dividere in tre un minuto primo 
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in qae' cerchj , dove fossero notati i minuti pi 
troverebbero i 40' , cioè i j tra un minuto pr 
seguente , e ciò senza 1' errore di un minuto t( 
anche servire a trovare la terza parte di un gn 
sendo l'arco cBN^^ ed A'j> = 3° (§§ 31, 43), 
— A^, nel qual caso riuscirà l'arco BZ— 18'' (§ 
aZ, fatto eentro in e si descriverà un arco, esso 
conferenza tra ^ e P in un punto distante da ji 
piccolo errore calcolato. Si chiami y questo punt 
per esempio t'arco JVy— 3° 36' 40'. Avremo un 
senza l'errore di tre minuti terzi, e se questa tr 
fatta da Hf verso O , caderà 1' ultima' divisione 
chiami t) il punto, dove esso cade, cosicché Nt,^] 
mi poi ]A il punto, che è aliamela dell'arco icip oti 
Sarà l'arco [i>i— 20' senza l'errore di tre minuti tei 
ottenuto un terzo di grado antico con tanta precis 
so, se abbiasi per la pratica a desiderarsene nn 

205. Noi abbiamo tratto quest' esempio dati 
i valori di eos^' calcolati, introducendo net!' et 
luogo di A successivamente 90°, 88" 30', 87", e 
fino a 0°, quindi — 1- 30', — 3° ecc. fino a — 19 
mente; oltre il qual caso non ha più luogo l'eqi 
neodo i suoi valori maggiori di 1. 

■206. Ora proseguiremo a trovare te altre e 
distanza del punto h dai punti della circoofere 
minore del diametro 2, potrà essere corda di ur 
arco, di cui la bZ è corda si chiami B'x si avrà '/i 
e chiamando B l'arco BZ, si avrà Za— 2senB, 
quazione {j9) del § 197, divisa per 4, risulter 
^1-^ (§ i56)=^^+sen5.)^^. Qui 

{^—1^—BaiB. '^^~^ =1— 2sen' 36°- SsenBsei 

cos(5-18'')+cos(S+18'') (§§ 156, 159). SI avrà 

(2) cos5'=senl8''-|-cos(B+18'')— cos(B— 1 

207. Parimente se si chiami .E' V arco , del 

la eZ, ed E l'arco BZ, si avrà dall'equazione ( 
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cos£'=i"/i — 7,+2senE. 

= seniS" — senso + 28enEsen22" 30'. 
indi finalmente 

co8E'^sen45''~sen30°+cos{E— 22° 30') 
-cos(E+22° 30'). 
I. Per via di queste tre equazioni coll'ajuto delle tavole 
i e dei coseni naturali , dato un arco A, B &A E, per 
semplici addizioni o sottrazioni, si avranno i coseni , e 
gli archi A', B' ed E', dei quali riescono corde le di- 
aZ, bZ, eZ, lo quali esse stesso si conosceranno dnpli- 
1 seno della metà degli archi A', B' ed E'. 
I. Reciprocamente, se sia la distanza aZ eguale ad una 
l'un arco noto .4', e si cerchi di che arco diventerà corda 
3ssla di quanti gradi riuscirà l'arco BZ , che ne è la 
d è=4; dall'equazione (§ 199) a^^a— 2senil.v'"3, si rica- 

aA= ■■■■ , e sostitnendo il valore di a'=4sen"/.-^'= 
2fa '* 

o%A' (§ 156), avremo sen-l='/» ■ -^^+ C08i4'.y"i77^= 

i°8en45"+cosJ'sen45°, e quindi (§§ 157 , 159) essendo 

-|-^')=cos(45"-^') 

sen^— 7J 8en45''+sen(45*'~^')+cos(45"— 4') ]. 
I. Istessamente se sia noto l'arco B' , di cui è corda la 
i bZ, e si cerchi l'arco B=BZ per via della Zz, che è 
lì 2B\ moltiplicando l'equazione (/f) (§ 197) per V^+l, 
ere {bBf=^^^^ ed Ab ^'l,{i$- V) , avremo (bZf . 

) ^ ayT + 4senB , e sostituendo il valore di (bZ)' = 
'ì,B'—2—2cosB' (§ 156), si avrà dopo fatte le riduzioni 

'/,—2cosB'.U.^J^-\ . Ora essendo Bb il lato del penta- 
l ^— corda di 72", sarà '/i 1/ ^'^ = sen36°. Quindi 

vii 

; — =sen'36''; quindi 1 — sen'aC" = cos'Sfi" = sen'M» ^ 



= 6+^^ ={^'^+iX ; qatndirÌ8ulterà8éiiB=V,-2c 

e finalmente (§ 157) 

(5) 3enB=sen30°— 9en(54»+B')— sen(54»— B') 

211. Nella stessa maaiera se sia noto l'arco £ 
corda la distanza eZ , e si cerchi il grado dell' are 
eguale alla met& dell' arco , di cai è corda Zz = 2i 
tuendo nell'equazione (E) (§ 197) il valore di (eZ)'- 
e gli altri valori di (eB)'— 3— VI; Ae= 2 — y"3 = 
(§§ 199, 38), avremo 2senE. y 2 — i^=2co8£' +1— i 
plìcando per y"a [' 2 + va, ne verrà 4senE=;2co8£' . 
— (y^ — 1) fi f/ 2 + vi = 2C09-E'. V"2 ^'2^-y"2— (2— 

=2cosE' . ^"2 ^2 + VI — V^ y 2 ya ^ dividendo pe 

siderando, che è [/ 2 + yl ^ 286067» 30' {§ 37) , )/ 
si avrà (§§ 157 , 158 , 159) senE = 2co8E'sen67''; 
sen22° 30' 8en45<'; ossìa senE= 

COSE' [cos(67°30'-45'')- 008(67° SO'+IS")] - sen22" 
ossia senE^^cosE' 00922» SO'+cosE sen22»30'— sen2 
ossìa finalmente 

cos(E'+22°30') 
-f sen(E'+22" 30') 
, / +8en 22" 30' 
(6) senE^V, +eos(E'-22"30') 
i — sen(E'-22»30') 
( -C08 22° 30' 

212. Così dalle tre equazioni (A), (B) ed (£) 
ricavate sei , per mezzo delle quali da archi dati ] 
cavare nuovi archi coU'ajuto dei soli tre punti a, < 
sieme le nuove loro corde. 

213. Potendo essere infiniti gli archi dati, sene 
finiti i casi di ciascuna di queste equazioni. Ma se 
gliamo prevalere che degli archi , che sì possono 
mezzo degli stessi tre punti a, b ed e, essi sarebbi 
ogni equazione , quando per alcuna di esse non vi 
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imiti particolari. Difatt! potendosi per via di quei tre ponti 
conferenza in 240 parti e^ali (§ 57), e per conseguenza 
licirconferenza in 120 , saranno GO i punti Z e 60 i 2, 
resi Insieme determinerebbero 120 casi per ogni equazione, 
cana di esse avrà dei limiti particolari. 
14. Per esempio s' io volessi prendere snl compasso la 

3° , cioè della centoventesima parte della circonferenza 
I , e collocando la punta del compasso in a seg:nare un 
esso non potrebbe tagliare la circonferenza in alcun punto 
endo questa corda minore della distanza aF= \/ 2—1. 
i potrft dunque nell'equazione (4) introdurre in luogo A' 

di 3", e se ciò si volesse fare , ne verrebbe un valore 
ore dell'unita, cioè assurdo per senJ. Per vedere, quale 
primo arco , che si potrà introdurre in luogo di A' tra 
ibi della serie 1" 30' , 3", 4" 30', ecc., si osservi dì cbe 
ia corda la disianza aF, che è la minima del punto a dai 
0, ed è =l/'2— 1^2sen45°— V,=0,9142I356^cos23<' 54'+. 
le li primo arco, che si possa adoperare di quelli, che si 
IO per via dei tre punti a , 6 ed e , sarà 1' arco di 24°. 

ad esso poi si potranno adoperare tutti gli altri in serie 
, 27", 29" 30', ecc. sino al 180°; poiché le corde ^i tutti 

possono essere distanze dal punto ir da qualche punto Z, 
) z delta circonferenza. 

5. Più limitate sono le equazioni (5) e (6). Poiché nella 
Q si possono impieg'are archi B' , che abbiano la corda 
i à\ bf , né maggiore di bF\ egualmente nella (6) sono 
. tutti gli archi E' di corda minore di eF e maggiore 

6. Vedremo in seguito i casi, nei quali riescano utili ai- 
fi questi valori per la divisione del cerchio, o per qualche 
Problema, che non si possa sciogliere se non per appres- 
one , scegliendo quelli da tutta la lista calcolata , che 

maggior avvicinamento al vero valore che si cerca , e 
itesso tempo si sciolgono con sezioni di archi meno lon- 
all'angolo retto. 

7. Intanto per ottenere tutti i vantaggi possibili dai tre 
a, 6 ed e senza Introdurre punti nuovi, ricaveremo dalle 



tre equazioni (A), (B) ed (E) altre sei equazioni pe 
valori di archi e di corde. 

218. Se sia l'arco BZ im arco cODOSciato, pei 
di quelli, che si ottengono coi Pi'oblemi del Seco 
si chiami B; e sì prenda la distanza bZ sai ce 
porti da a a qualche altro punto Z' , che deterc 
arco BZ'=A, sì pnò ricavare dal eonù-onlo delle i 
(A) e (B) ona nuova equazione, che lo faccia CODC 
se in quelle due equazioni si farà bZ^aZ' ; facei 
Zz=28en.4, e nella (B) Zs—2BenB , si avrà (^aBy 

={bBy+2sBnB.Ab, ossia 3— 2sen.i . ^'2= ^~]f^ - 



(§ 199) , e liberando sen^ , 

2BenB . l~^ - ■ V'~%= Ben54''8en45° - 2senB . s 

{§ 210)=V,(cos9''+sen9°)— senS . (00327"— sen 27") {| 
(§ 156 e segg.) 

[ oos9° + sen9» 

( + C08(B — 27») 
(7) senA^V, / _ 8en(S — 27") 
j - cos(B — 63") 
f + sen(B — 63") 

219. Anche qui per B non si potranno prea 
archi, ma solamente quelli, che diano una disbin 
hz non minore di aF. 

220. Ora se sia conosciuto un arco BZ, che ; 
presa sul compasso la distanza aZ si porti essa ( 
punto Z' della stessa circonferenza, che determii 
=B; si conoscerà quest'arco B, e la sua corda, 

neir equazione sen^l^ ' ■ . \/~^— 2Heni* . -!— 

4 
218) si libererà senZf. Si moltiplichi essa equazi( 
2(V'5+J)('l,edavremo2sen.d.(V/"5+l)\/1^3+\/l 

avremo senB = ^"^^'^ - -isen^ . — ^^^ ■ VXt 

48enA sen54" . sen45'' (§ 210), e adoperate come t 
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e' §§ 156 e eegnenti, risalterà in flne 
nB=l+8enI,8'>-sen(J+9°) + c08(-4 + g»)— 8eii(J— 9") — 

— co^A — 9'). 
l. In questa equazione (8) non si potranno impiegare per 
rH archi BZ, che dàpno una distanza aZ maggiore di bF 
ì. Ora se nell'equazione (-4) (§ 197) ai faccia Zs— 2senj4, 
equazione (E) un'altra 23 = 2senE; facendo inoltre in 
due equazioni {aZy={eZf, si avrà dopo le sostituzioni 
3ri(§ 199)3— 2sen^.v^=3—V"2— 29enE. 1^2— l'i; sen-4— 



ìsenE.J 



: !58). 



Lt.-^^li ~7j+2aenE 9en22'' 30' sen45''=7,+ 
-senE sen22" 30' (§ 159). Quindi finalmente 



(9) 



sen^='/t ' 



+aen(E+22" 30') \ 
+C09(£+22» 30') / 
+sen(E-22° 30') L 
\ — cos(E-22« 30') * 
). Quest'equazione nona si pu6 anche preparare in altro 
perchè il calcolo riesca pifi facile per mezzo de' seni, e 
artificiali, 1 quali si sogliono trovare nelle tavole pi& fa- 
e di dieci in dieci secondi. Perchè essendo (§ 222) 

{ _1 +senE^ {a^^ ^ 



t +8enE, 
facendo 



^,^^ 



V i/i"=(sen67" 30+senE)- 



67° 



i; si avrà 



67°; 



[9] sen^.-= 1 ^ f 

'' ' cos22° 30' 

le equazione sarà facile da calcolare per via de' loga- 
ei seni e de' coseni. 

[. Se dunque prenderemo sul compasso una distanza del 
i da qualche punto Z estremo di un arco conosciuto BZ 
la porteremo da a a qualche altro punto Z' della cir~ 
nza; conosceremo il nuovo arco BZ'=^A per via dell'e- 
ie (9) , ovvero della [9J, Queste avranno i loro lìmiti, 




poichò l'arco BZ dovrà e 
nore di aF, 



I taJe , che non i 



225. Avendosi dal § 222, 23eD^.^2=y'3+2Be 
8J moltiplichi qaesta equazione peri/ "t ■ , a' 

28eQj . ('2+v a=^'24-y a+28en£,e quiQdi 8en£=; 
jlZ-\-Vi_ 



:2sen^ . sen«7" 50'— 9en67° ^ (§ 37 



(10) senE=coeM— 67» 30')-co9(A+67'' 30')- 

226. Anche questa equazione decima si pn 

veraamente ad uso de' logaritmi. Polche e 

1^2 +\/ 2 



{sen^- '/,)2-i- 



=[eeni4+sen(— 30')]28ei 



= ^+30"=, 



^=p;— 30»=3 Bi avrà (§ 157) 

[10] Ben£=4aen ■ ■■■ ^ ■ ■■■ eoa ^"'I'"^ 8en67 

227, È chiaro, che tutti i valori dell'arco 
=^±A, che daranno oZ maggiore di ef, non si 
durre nell'equazione decima, che quindi ricevi 

228. Finalmente due altre equazioni si p088 
confronto dell'equazione (B) colla {E). Poiché 
distanza da e a qualche punto Z della circoni 
l'estremo d'un arco conosciuto BZ—E, e con 
eZ presa per raggio, e fatto centro in b si se^ 
tagli la circonferenza in qualche altro punto Z 
l'arco BZ'=^B; si conoscerà quest'arco per via 
modo seguente. Fatto nell'equazione {B) (§ 19 
nell'equazione (E), Zz—2BeuE, e fatto in esse 

dopo la sostituzione dei valori (§ 199) — ^ — 

=3 ~ V 2— 28eaE . 1, 2— \/ 3 ; donde si ricava 

=\/ 5+1— 2v/ 3— 4sen£. (,^2— \/ a ; emoltiplici 

le parti per ^ ■■ , 




•— 2sen54'' 8en45° — 49enE . 86022° 30' 9en54» . (§ 210) ; 
(§ 159) 

- OO8108» — cos9°—8en9»—2eenfl[c6831'' 30°— 00976» 30'), 
(8 157) 

ienS=l+8enl8'— coeg"— 8609°— 86n(£+31''30') 
enCB-Sl" 30')+8en(E+76'' 30')+9en(E— 76"30'). 
Anche quest'equazione (11) avr& limiti da due capi, 
distanza minima «F=l— 1/'2— \/ 3 è minore della di 

='^—'liW^—'^)> * '* nia88ima ef è maggiore delia bF. 

Se l'equazione 

renB.(v"5-l)=\/ 5+1-2V ■3-48en-E.|/2-l^'2 

ini sopra § 228 si moltiplichi per "A-^ . si a^r* 

lA-5+I I/2+I/-5 1/2+1^-3 
m£=2 — -—.'■ — g ■\r'^~' — 2 



_ . ir^=2sen54'' Ben67° 30' sen45° 
z 
- B6n67'> 30' — 4BenS . aenlS" sen67° 30" 8en45° 
to' (cosd^+sena")— Ben67° 30'— 28enB 86067° 30'(C0827» 
= 7,(8en76''30' — co876° 30' + senSS" 30' + cosBS" 30') 
0'— Benfl.(8en85''30'+sen4O' 30'— cos40'30' — cos85''30'); 
ba finalmente 

" \ +8en58'' 30' + cos58" 30* / 
cos(85"30'— fi)+sen(85°30'-B) , 
_i, \ -cob(85" 30'+j5)— sen(85° 30'4-5) / 
'*i +cos{4O'30'-fl)+sen{40"30'-B) \ 
-008(40- 3O'+S)-sen(40"3O'+B) 
naie equazione non ha limitì. 

Be per accidente qualcuno dei valori, che si trovano 
te dodici equazioni, si trovi a prima giunta prossimo 




a qualche valore utile e cercato nella soluzione 
avremo il vantag^o di arrivare all'incento per' 
cissima. Poiché non si avranno ad impiegare al 
ftiori della circonferenza , che i soli tre gi& r 
volte a, & ed e, e nella circonferenza qualcuno 
Bervono alla divisione esatta della circonferenze 
soluzioni del Problemi del lib. II. Passiamo du 
darne varj esempj. 

232. E prima vedremo come si possa divi 
alla maniera antica in gradi e minuti, senza l'eri 
Per far questo (flg. 12) supporremo , che la eli 
cerchio BDd sia divisa in dugento quaranta pai 
ciascuna delle quali come la P5 contiene f 30 
merazione positiva cominci da B verso J', e un 
razione negativa vada da B verso f, e sieno 1 pui 
vaghi, che non hanno per ora altra condizione, 
trovino tra B eà F sulla circonferenza; e istest 
z e z' tra B ed f. Questo lo facciamo a scanso 
gure, che bisognerebbero se se uè replicasse ui 
blema. Inoltre la minutezza delle divisioni apper 
scorgere anche in figure molto maggiori della I 

233. Prob. Trovare l' arco d' un grado antii 
senza l'errore di mezzo secondo (fig. 12). 

Sol. I. Sia l'arco fe^^SS" 30' (§ 232). Si i 
passo la distanza bz, e fatto centro in e si segr 
tagli la circonferenza in un panto Z. Sarà l'are 
1739 
1751' ' 
terzi. Si ha poi nelle divisioni da B ^ 



, cioè di 53" , senza che vi manchino veni 



120' 

54"— SS'^l" colla approssimazione, che si volev 
Dim. Se nell'equazione (12) si faccia £= — 

in fine del calcolo 8enJE=0,798l>343=sen 52" 59' 

Sol. II. Sìa 1' arco BZ = 10» 30'. Colla disi 
per raggio, e col centro a si descriva un arco 
circonferenza ip un altro ponto Z'. Sari I' arco 



i =29" se senza 1' errore di mezzo secondo. Si trova 
diviBioni del § 58 l'arco di 28» 30' = ^ della cir 

sa. Dimqae si avr& la differenza de' due archi eguale 
'approssimazione voluta. 

. Se nell'equazione (7) si ponga £ = 10* 30', risnitera 
, 2511 
2532 
nqae la differenza degli archi dat valore di ao grado 

Questa 'seconda Soluzione k meno prossima della prima 
nti terzi, ma le sezioni degli archi si fanno in questa 
igolo più vicino al retto. 

Avendosi 1' arco di 1" 30' (§ 226) , ed essendosi tro- 
co di 1" (§ 227), bì avrà per sottrazione anche 1' arco 
ssia il mezzo grado, e quindi si avrà modo dì dividere 
circonferenza in mezzi gradi senza accumulare errori, 
che alcun punto sia lontano dal suo vero sito di mezzo 

Prob. Trovare l'arco di un quarto di grado, ossia di 
ìB. l'errore di un minuto terzo. 

Sia l'arco jB«=— 12", la distanza se sarft eguale alla 
87° 15'. Se dunque si pigtierà sul compasso , e fatto 
1 B sì taglierà l'arco BF in un punto Z', sarà 1' arco 
° 15'. Si ha poi dalle divisioni del § 42 l'arco di 87°^ 
la circonferenza. Si avrfi^dnnqne la differenza de' due 
15' 

i. Se nell'equazione (3) (§ 207) cosE'^sen 45°— senSO* 
; — 22» 30') — cos(E + 22" 30') 
ì £;= — Ì2", si avrà 

8en45° — senSO" ^ 0, 2071068 

cos{-34'>30')=0, 8241262 

- cosl0»30' = - 1+01G7451 




cos£' = 0, 0479781 
nelle tavole, che danno i seni naturali con sette cifre, 
0, 0479781 = 00887° 15' senza alcuna varietà i 
ma cifì*a. Impiegando poi più decimali si trova 
jsfi' = 0,0479780622; oosS?" 15' = 0,047978128620. 




ià4 

Impleg:ando sole otto cifre decimali si hi 
cosS?» 15' 1" = 0,04797229. 

Si ha dnnqae per 1" ia differenza E>84. Se 
renza 60'", 7 darà ""/iw <** minoto terzo. Sar 
E', del quale è corda la eZ', di 87" 15 con ni 
nore di nn minato terzo. 

237. Si potrà per mezzo di qneato Probli 
circonferenza in 1440 parti, cioè in tanti qnai 
zacbè Ti sia in alcnn pnnto di divisione l'erri 
terzi. Poiché fatte sopra ogni arco PS di 1" 3C 
15' in 16' da P verso S e dne da 8 verso P, i 
diviso in sei parti, ciascnna delle qnali sarft 
grado senza l'errore Indicato netta posizione ( 
divisione. Cosi nel resto della circonferenza, 
sapporremo la circonferenza divisa in gradi e 
semplicitft del calcolo supporremo esatti. Si p< 
dei loro errori, qnalor sì voglia. 

238. Prob. Trovare nn arco di IC, ossia 
nn grado senza l'errore di 10" ', ossia della i 



Sol. Sia l'arco Ba = — 49" 30' j sarà la di 
alia corda dell'arco 38* 50', senza l'errore ind 
poi l'arco 38" 50- dall'arco 39°= "/,„ della cii 
si ha col g 42, rimarra l'arco di 10*. 

Dim. Se nell'equazione (2) si porr& B=~- 
, 1819 



col difetto di 9"'. 

239. Sottraendo da tm arco di 50' mancai 
di 45' (§ 237) mancante di qualche minato ter: 
di 5', ossia la dodicesima parte del grado senz 

240. Prob. Trovare l'arco di 6', ossia un 
senza l'errore di 13'". 

Sol. Sia l'arco BZ=i5°, cioè sia l'arco £ 
compasso la distanza B G , e fatto centro in 
conferenza in z. Sarà l'arco £z=— 40° 6', sei 
dicalo. Sottraendo l'arco di — 40° (§ 237), rei 

ZHm. Se nell'equazione (5) si ponga B" = 



;122g=8eli(— 40 5' ^~j . Sarà donque r'arco B= 

sol difetto di 12'". 

raendo dall'arco di 6' (g 240) l'arco di 5' (§ 239) 
;o di 1' coli' errore di pochi minuti terzi. Uà si 
jaest'arco immediatamente col negnenle 
. Trovare immediatamente l'arco di 1' senza Ter 
nutì terzi. 

'arco Bz = — 27*. Si prenda sol compasso la di 
na raggio, e Tatto centro in e si tagli la circon 
Sarà l'arco £2=29" 59' coll'ecceseo di 10 minuti 
) dnnqtie l'arco BN=30" (§ 31) sari l'arco Z^= 
di 10"'. 
nell'equazione (12) al ponga B = — 27", si avrà 

i96=sen 29» 59' ^-. Dunque ecc. 

>. Trovare t'arco di 9' senza l'errore di 7 minuti 

1 distanza bK presa per raggio, e col centro e si 
>, che tagli la circonferenza in e. SarA l'arco £«= 
jccesBo di 6 minuti'terzi che sottratto da— 4°30' 
:a l'errore indicato, 
lell'equazione (1 2) si faccia B=^lb''=BJ{{% 32), si avrà 



'roblems servirà ancora alla nuova divisione del 
e vedremo {§ 257). 

arco di 15' mancante meno di un minuto terzo 
Ilo di 10' crescente meno di 10'" (§ 238) , quello 
nte meno di 13'" (§ 240) , quello di 1' mancante 
" (§ 242) , quello di 9' mancante meno di 7'" 
olranno combinare in modo per addizione o BOt- 
za accumulare molto gli errori, che in fine risulti 
inferenza divisa in gradi e minuti primi senza 

di pochissimi minuti terzi. Poiché raddoppiando 
l'arco di 9', avremo un arco di 18' mancante meno 

quale sottraendo 1' arco di 6' mancante meno di 
• l'arco di 12' mancante di circa un minuto terzo. 
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Sottraendo ora qnest'arco dall' arco di 15' mar 
1'" (§ 236), avremo l'arco di 3' coll'errore di n 
appena. Con questo si potrA dividere in cinque 
di 15', e resterà divisa tutta la circonferenza à 
noti primi coH'errore minore di sei minuti ter 
quest' ultima divisione, il quale errore , se si j 
contrario all'errore di tre minuti terzi al più, e 
sulla divisione di 15' in 15' (§ 236) , diverrà 
Quindi impiegando l'arco di 1' mancante mem 
a dividere ogni arco di 3', non si verrà mai a 
errore di 10"', e si avrà divisa tutta la circonft 
t minuti primi. 

Si potrebbero anche combinare questi, o al 
dalle dodici equazioni superiori, in guisa che si 
mettere minore errore, e noi impiegheremmo in 
Problemi, se per una parte questa divisione del 
non dovesse antiquarsi , e se per 1' altra credei 
artefici , che ancora la volessero usare , trovasi 
per la pratica tali ricerche. Non vogliamo però 
gnenti Problemi, supponendo adesso, che si sia d 
mtero in gradi antichi e minuti , che per sem 
remo esatti. 

245. Prob. Trovare l'arco di 20", ossia un t 
crescente di 1'" appena. 

Sol. I. Pel § 202 si trova l'arco di 40" crt 
un minuto terzo. Quindi anche 1' arco di 20" o 
1 mancante meno di un minuto terzo. 

Sol. II. Presa sul compasso la corda dell'ar 
1 aggio , e fatto centro in e si descriva un arco 
circonferenza in Z. Sarà l'arco fiZ=20"3a'40' 
minuto terzo appena. Quindi sotti'aendo quest' i 
20" 40', si avrà l'arco di 20" mancante appena « 
Dim. Se nell'equazione (ti) si ponga £'=61" 3 
tavole più copiose di seni, si avrà 

senSZ=8en £:=0,35283991; si ha p( 

8en20» 39' 40' = 0,35283984 
Ora logO,3528399 = 9, 5475777 
logseD20°39'40' = 9, 5475776 



j = '/,■ Dunque la mancanza è di 



log gen20' 39' 50* =: 9, 5476334 
differenza — 558 

le E crescerà sopra l'arco 20 39' 40' di — - circa, cioè di 

poco più. 

16. Prob. Trovare l'arco dì 15' , ossia un quarto di mi- 
mancante di 10"' circa, 

)i. Si prenda per raggio sul compasso la corda di 31° SC, 
> centro in e si tagli la circonferenza in punto Z. Sarà 
BZ=57° 30' 15' mancante di 9'". 

'im. Se nell'equazione (6) s'introduca £'=31° 30", si tro- 
.„„, 386 ,, , , 392' 
^** T563- "* ^' '* 

àrea , cioè di 10"' circa. 

17. Prob, Trovare l'arco di 12" , ossia un quinto di mi- 
mancante di 1"' circa, 

il. Sia l'arco Bs^—Ky 3(y. Presa sul compasso per rag- 
distanza bz, e fatto centro in a si tagli la circonferenza 
Sarà l'arco £2=^40° 40" 12" colla mancanza di V" circa. 
im. Se nell'equazione (7) si ponga B=— 10° 30', risul» 
440 ^_„ ., ,. 441 
2; 
1 
220C 

ì si calcolasse con tavole più copiose, sì rileverebbe più 
unente l'errore. 

18. Prob. Trovare l'arco dì 10", ossia di un sesto di mi- 
irimo, crescente di 1'" circa, 

li. Sia l'arco Bz^— 24°. Presa sul compasso per raggio 

anza es, e fatto centro in a sì segni un arco, cl]e tagli 

lont^renza in Z. Sarà l'arco BZ := 16° 15' 10' coll'errore 

to. 

im. Se nell'equazione (9) si ponga £=—24", ne verrà per ri- 

I log senj4=9, 4469652, Questo si trova essere logaritmo del 

o dunque non arriva a due minuti 




249, ProÒ. Trovare l'arco di 5', ossia d'i 
minnto primo, senza l'errore sensibile alle tav 
nore di 2"'. 

Sol. J. Sia l'arco BZ^A" 30'. Si prenda 
raggio la distanza eZ , e fatto centro in a t 
che tagli la circonferenza in un altro pnnto 
BZ'=Z2° 51' 5' senza l'errore indicato. 

Dim. Se nell'equazione (9) si ponga E = 
logsenil=9, 7343692; ora logsen32'' 5r=9, 
ferenza è 163; \& differenza poi nelle tavole ] 
326 doppia in punto di 163. Dunque ecc. 

Calcolato I' errore con tavole piii copioa 
di 2'". 

Sol. II. Sia l'arco BZ= 31° 30'. Sì pre 
per raggio la distanza eZ , e col centro a si 
ronza in un altro punto Z'. Sarà l'arco BZ' 
difetto minore di un minnto terzo. 

Dim. Se nell'equazione (9) si ponga E = 
per via delle tavole comuni log8enJ=9, 8! 

Ri R4 

30' 50' ■^. Il qnal rotto —= riferendosi a H 

cesso minore di 1'". Sarà dunque ^4=610 30 
sottratto da 51° 31' lascerà 5' col difetto in( 
Ma è tempo di pitssare a dimostrare qn£ 
delle dodici equazioni poste sopra volendo d 
ierenza del cerchio alla nuova maniera de' 

250. Secondo questa maniera la circonfi 
in 400 gradi, acciocché il quadrante, cbe è fc 
la trigonometria, resti diviso in 100 gradi. C 
viso in 100 minati primi , ogni minuto prin 
e cob) via via. La natura delle decimali dis] 
dal nominar gradi, minuti, o secondi, inten» 
la natura del rotto dal posto delle decimali 

251. Quindi ne viene, che nove gradi a 
gradi moderni, ossia è 9°— 0,10, che 54'=0,01; 
5'24'=0,001; che 32' 24"'=0,00pl: cioè che 
vale 54 minuti primi antichi, che un minute 
24'" dell'antica divisione, ecc. 
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e diTÌsionl accnrate ottenute per via dei tre puoti 
nel Secondo Libro d&nno fino ad nna 240™ delia 
za (§ 59). L' arco , ctie la forma , è nella divisione 
" 30' in punto. Esso non si esprime egualmente con 
) finito di cifì-e decimali nelia divisione moderna. Il 
I che si formi cotl'aggregare delle 240°', e che sie- 
1 nn numero finito di decimali del quadrante , è 
^40 . o^ià di 7ti> della circonferenza , il quale è di 
,05 del quadrante, cioè di 5 gradi della nuova divi- 
mò dunque coi metodi del Secondo Libro, e per via 
3 punti a, 6 ed e presi fuori della circonferenza, di- 
parti eguali di cinque gradi moderni ciascuna, e ciò 
bne geomelrìca, il che è già molto vantaggio di que- 
tria. 

li potrebbe, se si volesse, colla biesezlone degli archi 
dere in seguito la circonferenza In archi di dne 
3ZZO ciascuno, ossia di 0,025 , quindi proseguire la 
ma con essa non si potrà avere, come è chiaro, un 
fisamente. Non resta dnnque mezzo qila Geometria 
re 1' arco d' un grado (§ 63) , e solo è da cercarsi 
istruzione, che lo dia almeno prossimamente. 
Vo6. Trovare l'arco d'un nuovo grado, ossia di 0,01 
sesso d' un sesto di minuto secondo della nuova di- 
isia dì tre minuti terzi della vecchia. 
I pigli sul compasso ta corda di 138° gradi della di- 
cehia, ossia dì quarantasei centoventesime parti della 
Dza (§ 42), e fatto centro in a si segnj un arco, che 
ladrante Bf in un punto z. Sarà 1' arco Bz undici 
a nuova divisione, dal quale sottraendo l' arco di 9° 
252), resterà nn arco=o.01 coli' eccesso piccolissimo 

Se nell' equazione (4) si ponga A' = ISS» , avremo 
tenéS'+sen ISS'+senC— 93'')]=7i,(sen45''— senS» — 3en87) 

— sen 3"=— , 0523360 

-8en87°=-0 , 9986295 
sen45''= 1-2928932 



-0 , 3438587 



—0 , 1719298 

poi sen9'>57'=0 , 1719291 

sen9°58'=0 , 1722156 

no dnnque l'arco Bz=J=9°57' col aolo « 

minuto primo della vecchia divisione , e 
li 4'", e quindi senza l'errore di un sesti 
delia nuova divisione. 
5. Si potrebbe con tavole alquanto più a 
indagare più precisamente un tale eiTore 
egli è così piccolo, che anche accamnlan 
on riuscirebbe sensibile nemmeno nei magg 
)n ci sarjt di bisogno d'accumularlo più di 
me di essi. Poiché si ha già con preclsio 
d! 0,05 (§ 252). Se in questo si segnano *: 
ido cominciando dai dne estremi , e vene 
rio, si avranno seppiati su quest'arco qua 
anno la divisione in cinque gradì , e ciaf 
non sarà lontano dalla sna vera posizioi 

terzi della divisione vecchia, ossia di un 
.0 della nuova. 

<€. In vigore di questo Problema si suppc 
conferenza nei 400 gradi della nuova divii 
i7, Prob. Trovare l'arco di un nuovo mes 
180 di sette minuti terzi della divisione vi 
ZD di minuto secondo della nuova. 
>l. Si prenda sul compasso la distanza d 

K, e con questo raggio bK fatto centro i 
che tagli la circonferenza in un punto z. 

21' coir eccesso minore di 7". SÌ sottrai 
li 3"=A5j {§ 43). Si avrà di residuo l'>21' 
izo della nuova divisione, colla corda del < 
1, e facendo centro in tutti i punti dei ( 
ino dividere per metà tutti gli stessi grac 
im. Se nell 'equazione (12) s'introduca S— 

là £=-4°21'--^. Dunque ecc. (§ 243) 



ih. Trovare l' arco di un quinto di grado nuovo 

iso di un minato secondo vecchio. 

isa sul compasso la corda di 51", e fatto centro in 

a arco, che tagli il quadrante in Z; sarà l'arco BZ 

e gradi nuovi coll'aggiunta di un quinto di grado 

frrore indicato. 

i nell'equazione (6) si faccia \E'=51°, si avrà JE = 

|^=33''28' 48'4^|-. Ma 33" 28' 48' ^0,372. Dun- 



>b. Trovare l'arco di quattro decime di un nuovo 

l'eccesso di 16'" anticbi. 

l'arco BF— 76°30', e si prenda un'apertura di com- 
;olla quale fatto centro in a si segni un arco, che 
Irante in un punto Z'. Sarà l'arco BZ' =0,094, cioè 
i nuovi, e quattro decime col l'eccesso indicato. 
1 nell'equazione (7) s'introduca 5—76" 30'; ne verrà 

~. Ma 8<'27'-HH|-^0,094. Dunque ecc. 

ib. Dividere un grado della nuova divisione in dieci 

endolo diviso per metà per via del § 257 , si sot- 
ll'arco di 0,005 gli archi di 0,004 (§ 259) e di 0,002 

avranno gli archi di 0,001, e di 0,003 con l'errore 
ti terzi della vecchia divisione. Si avranno dunque 
hi per la divisione dell'arco di 0,005 in cinque parti, 
idendo similmente 1' altra metà del grado, resterà 
in dieci parti eguali. 

potranno fare sottrazioni e somme de' suddetti 
do, che contrapponendo gli eccessi ai difetti ne ri- 
iltesìma quasi esatta. Si potrà quindi innanzi sup- 

11 quadrante in millesime , ossia di dieci in dieci 
i. Questi si supporranno esatti per semplicità del 

•>b. Trovare l'arco d'un nuovo minuto senza l'errore 
io minuto terzo, 
un arco Bs=—VÌO'. La distanza az sarà corda 
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di nn arco di 1,3609 senza I' errore indicato, 
st'arco dall'arco di 1,361 (§ 260), si avrA l'ai 

Dim. Se nell' equazione (1) si ponga À= 
il'=122° 28'^|A1.=122''28' 51' 36' ' =1,3609 (§ 

263. Prob. Trovare l'arco di dne nnovl i 
rore di un vecchio minato terzo. 

Sol. Sia l'arco B2=— 48°. La distanza he 
arco di 0,4422 colla precisione indicata. Da qae 
l'arco di 0,442 (§ 260), resterà l'arco di 0,00 

Dim. Se neir equazione (2) si ponga B= 
=39<'47'i^=39''47'52' 48" =0,4422 (§ 25 

264. Prob. Trovare l'arco di tre nuovi m 
rore di un nuovo minuto terzo. 

Sol. Sia an arco Bz=—7S°. Colla distai 
raggio, e btto centro in a si segni un arco, 
drante Bf in un punto z'. Sarà l'arco B^=.~ 
rore indicato. Se si sottrae quest'arco dall'arco 
resterà rarco=— 0,0003. 

Dim.. Se nell'equazione [9j si ponga £= 
gativo il seno di A. Se si cambiano i segni 
dell'equazione, risulta log. sea^=8 ,4678991. 
Tavole del Callet per la nuova divisione del 
8 , 467 : 8990=log.8en0,0187. Da Iog.sen>i=8, 
si sottr. DS= ^ . 1960574 (Vedi Callet) 
si avrà 2 . 2718417=log.l87,0000. 

Si ha dunque ^=—0,018700004. L'errore si 
nore, se s'impiegano piii cifre nei logaritmi. 

265. La somma approssimazione nella pò 
in questi tre Problemi antecedenti, e speciali 
è tale, che non si può desiderare di più. Pe 
trovati con essi Problemi si può in più mani 
millesima di quadrante (g 260) in dieci pan 
minati primi della nuova divisione del cerch 

266. Nella stessa guisa si potrebbe passa 
minute. Ma bisognerebbe impiegare tavole pi 
di quelle, che lo ho generalmente impiegate 



equazioni soprammentovate. Ciò si potrebbe fare , qua- 
iso richiedesse, che ai spinga la divisione d'una circon- 
, oltre i minati primi del nuovo sistema Francese, 
r. Prob, In un cerchio (flg. 101) di dato raggio AB tro- 
na corda Bb 
prossimameu- 
1 quarto della 
erenza. 
Si faccia nella 
Brenza ad AB 
^CD = DE. 
a BD — Ba 
Col centro C, 
■aggio Ca si 
in arco , che 
circonferenza 
ar& la Bb la 
cercata. 

n. Supposto ^B=l , si ponga BC=A=G(y nell'eqna- 
1); risulterà ^'=43° 33'-^- = CÉ. Sarà dunque l'arco 

L03° 33' -^r- ■ La sua metà 51° 46' 

2005 1005 

'98. Sarà dunque la corda B6^1,5711996. Il quarto della 

erenza è poi=l,5707963. L'errore dunque è di 0,0004 

t. Secondo la proporzione di Archimede posto il raggio 
trova il quarto della circonferenza="/j=Ì.5714. Dunque 
•uzione di questo Problema {§ 267) dà un' approssima- 
laggiore. Essendo questa costruzione semplicissima, sarà 
rsi in pratica a preferenza di altre , che potremmo ag- 
re, che darebbero bensì una maggiore approssimazione 
, ma sarebbero più complicate , e però più soggette ad 

I. Prob. In un cerchio (flg. 102) di dato raggio AB ti-o- 

arco eguale prossimamente allo stesso raggio. 

;. Si faccia nella circonferenza BLCMFDOEd ad AB=BC 



=CD=DE=Ed. (iaiadi 3. BD—Ba^Ea. Quindi ad Aa = BF. 

Db^db=aL. Quindi ad AB=FO. 

Quindi finalmente a bF=OM. Sarà 

l'arco Lif eguale prossimamente al 

raggio. 

Dim. Se neirequazlone(4) s'in- 
troduce -4'— 90°, del quale arco è 
corda la aL; risulterà BL=A='20" 

42'——. Essendo poi OM^bF 

1721 ^ 

corda della quinta parte della cir- 
conferenza (§ 40), cioè di 72'* , ed 
essendo I' arco FO = 60° ; sarà 
r arco FM^12°. Quindi 1' arco LM = BF — BL ~ FM = 57" 

X7' =57° 17' 43'+- Si ha poi l'arco eguale al raggio, come 

è noto=57° 17' 44' . Dunque ecc. 

270. Proh. Trovare (fig. 103) il lato di un quadrato , che 
prossimamente sia eguale in area 
ad un cerchio di raggio dato AB. 

Sol. Si faccia nella circoor 
ferenza BPCQDRE adAB^BC 
^CD—DE, e collo stesso raggio 
BA, e coi centri B ed E si de- 
scrivano i due archi ALc, AMd. 
Coi centri C e Z>, e col raggio 
DB si descrivano gli archi cNM, 
dNL.Si faccia ad -4^=SP=PQ; 
quindi a.dLM=QR. Sarà BRÌI 
lato cercato. 

Dim. Se nel triangolo iso- 
scele CND si suppone la base 

CD—l divisa per metà in p,; si avrà (CNy=(City+iNiiy,QÌok 
(§ 2} 3='^l,+(N^y; quindi Ny.=^l,yn. Si ha poi (C^)'=(C|j.ì 
+(Ai>.y, e quindi A^=^'/,-^3. Sara dunque -^JT^VJ/TT — VI ) 

1272 
=0,7922869, che si trova essere corda di un arco=4fi° 40 — ^ ■ 



^BP=PQ. Sarà dunque 1' arco 

dotte le rette BL divisa per rae 

LI, Mm perpendicolari alla stes: 

Essendo l'angolo DBE=Ì(f 

cosZ>i(£='/,V"3. Sarà poi per la ' 

8eiiDBM=— ^ ; cioè gqsDBv. - 

V(I>ÌÌ)* - ('lìn)''='UVn', senDE 
cos LBl = cos( DBn — DBÈ) = 

seuDBE^'l^i'sX^U^'l+'UV^ X' 
essere BL=BA=:1). Dunque -4i— 
im=Z,J/=24Ì= 7,(9- V'13")=0,54 

dell'arcolai" 28'-||^ -- 0^- 

=124° 49'4^ ■ La sua metà 62" 
7476 

e però la corda di BQR sarà^l,' 

si ha r area del cerchio — 3,14 

0,4971499. La metà di questo 

—logy 3,1415926 si trova essere I 

rore di 0,000:2 circa, il che dà 

nn' approssimazione sufficiente. 

271. Invece della AN si a- 
vrebbe potuto adoperare la dL 
o la cM, che si devono trovare 
eguali alla stessa ^.V. 

Vim. Se si guidi la dL e 
la Dp alla sua metà in p\ sarà 

BeaLDp=-p^. Ma l'angolo LDp 

= 'j^LDd = 7, (BDd - BDL) = 
— 30" — BDn. Dunque (§ 155) 
mnLDp = 7,cobSD« — '/jj's X 
senBDn = 7,.7,V3f - 'UfSX'U^ 
V^yn— 7,v"5 ed id=7ji'ÌT— 7tV 
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272. Dato (fig. 104) il lato AB d' un quadi 
raggio di mi cerchio, clie gli sia prossimamente 

Sol. Col raggio AB, centro A si descriva I 
BCFDLPMEd. Si faccia ad AB=B<j=CD=Ed. 
e coi raggio BD si descriva l'arco dvNDa. i 
gio, e col centro E si tagli quest' arco in a. S 
=BF=Db=db. Quindi ad AB=Dn = dN. Col 
raggio ON si tagli la circonferenza in P. Si fac< 
quindi ad Fb^CL. Sarà LM il iato cercato. 

Dim. Se si supponga AB=i, avendo il triai 
rispettivamente eguali ai lati del triangolo BD 
si avrà sen'/,rfBA'=V.V''5; cos'UdBN='j,ym { 
8endBAf= 2sen'/,rffiA' -cos'/jdB^ (§ l&5)=7,y 
=f'l— sen'dSA'^^'/,. Essendo poi CBd angolo re 
sarà cotìC'fiiV=sendBA'^='/gV'iT. Ma si ha dalla 
(CN)' = {BCf + {BNy - 2BC . BN . cosOBN. 
=^4— 2V3.V,('ii=^4 — V,V M^= 1,4440025, che 



corda di 



804 



— CP. Essendo poi sei 

^sen(CB£ — CBN) ^ (§ 155) sen60° cosCSiV— 
= 7,t'"3X V.Vn - Vt ■ V»; ss.ràNn=-2BNXsenNBE: 
=0,2149367, che si trova essere corda dì 12" 21 



Sarà dunque l'arco CPM—10i''i6' 



4220 
5821 ' 



I CL, che è una quinta parte della circ< 



=72°, resterà l'ai 



„,4220 



=0,5643274. Ora posto it il rapporto della eira 
metro , ed K il raggio di un cerchio , si ha la 
come è noto. Fatto dunque kS'—1, che è l'ar 
di raggio AB^l , al quale si vaole eguale il i 
«=l/.l , e logfl = - '/jlogit = - 0,2485749 = 

=iog,0,5641896. Non si commetterà dunque l't 
273. Prob. Dato {flg. 105) il raggio AB d'ui 



li un cabo egnale pros- 
ile in solidità alla medi 



, Col raggio ABf centi 



itta 



onfereiiz 



^JBrf;8Ì faccia ad AB—B 
DE=Ed. Col centro ì 
3D si segni l'arco aDNi 
esso raggio, e col eenli 
gli quest' arco in a. I 
d AB=aG=dN. Qiiim 
CP. Sarà PG il lato ce 




. Poiché sarà {§ 272) CN corda di 9 



§32). Qnindi PG^IOI": 



. 804 



del quale ; 



2013 ' 

i trova essere eguale a 1,6122696 , supponendo AB=\.. 
Ila stessa supposizione, e supposto il rapporto della cir- 
nza al diameiro— n; ai ha la aolidiià della slera=Vs''' ^ 
logaritmo^]og4+logTt-log3=0,6220886 , il di cui terzo 
28 si trova essere logaritmo di 1,611991. Laonde l'errore' 
commette, non arriva a 0,0003. 

. Dato (flg. 106) il lato AB di un cubo, trovare il raggio 
fera, che gli sia prossì- 
« eguale in soliditil. 
. Col raggio AB, centro 
iscriva la clrconferenz 1 
PDE. Si faccia ad AB^ 
CD=DE. Quindi a BD 
Ea; quindi ad Aa=^BF: 
ad Fa=FM, ad PA=FL. 
M il raggio cercato. 
m. Sarà l'arco FL^Wf 
>. IV). Si ba poi (posto 
) oF= Aa-AF = -^-^-\ 
1^0,4142136, che si trova 



essere corda di 23°54'im.Saràdunquel'arco-LM^36°5'-l| 
2846 ^ 2& 

il quale ha per corda 0,6195986. Ora essendo, come è not 
solidità d'una sfera di raggio li espressa dalla formola *j^ 
fat to *I,t:IÌ'=1 , che è la solidità del dato cubo , sì avrà ] 
= l°e3-l°e*-loe- __i +0,7926371 = Iog0,6203501. L-er 

dauque, che si commette per difetto, non arriva a 0,0008 

275. Tutte questa approssimazioni nella rettificazione, 
dratnra e cabatnra delia circonferenza, del cerchio e ( 
sfera, e nei Problemi Inversi, non lasciando errori di una 
lesima di raggio, si stimano essei-e sufficienti per la pra 
Chi ne volesse di più avanzate, non avrà a far altro, che 
vare col calcolo di quale arco in gradi e minuti sia corda qi 
quantità lineare, che cerca ; quindi ricavare questa corda 
cerchio dopo d'averlo diviso in quei gradi e minati, che oc 
rono, adoperando ì metodi dimostrati qui sopra (§§ 236 e i 

276. ProS. Duplicare il cubo per approasimazione. 
Sol. I. Sia (fig. 107) AB il lato del cubo, che si vuol 

plicare. Col centro ^, e col rag- 
gio AB descritta la circonferenza 
BQMNCFPDEdc, e fatto in essa 
ad AB=HC=CD^DE; quindi 
a BD—Ba=Ea; qniiidi ad Aa 
—BF; quindi ad FA=:FN; sarà 
aA' prossimamente il lato del 
cubo doppio. 

Dtm. Sarà' 1' arco BN una 
duodecima della circonferenza 
(§ 31)=30". Se s'introdu(ìe que- 
st'arco SJ/^^^l nell'equazione (1); 
1' arco A', del quale è corda la 

aN, risnlterà=78» 2'-!— — . Sì ha dunque (posto AB=l) aN= 

■ 2846 " 
commette dunque un difetto di 0,0007. 



Sol. II. Se si volesse un'es. 
le della Soluzione I, e fatto 
j4a=BP— -D6— d6; quindi ad 
1; sarà, PQ il Iato cereato con n: 

Dim. Essendo per la dimostj 

=*^w='^^' »■•"■''" 

l'arco FQ,=1^ {§ 40) dall'a 

rà l'arco cQ=78% il quale s( 

, 1870 , 

; la cord 

=1,2599190. Non si commetteri 
0,0000019, cioè di dne milliones 

277. Prob. Triplicare, quad 
ottaplicazìone (fig. 108). 

Sol. Sia AB ì\ lato del 
cubo dato. Col raggio AB, e 
col eentro A si descriva la 
circonferenza 

Bt^Qif.CtiFLDOEdc. Si faccia 
in essa ad AB= BC= CD^ 
DE= Ed — de. Collo stesso 
ragg:io ^ fi , e coi centri B, 
e, d. E, D si descrivano gli 
archi A-ac, Aqd, cpAZE, Apd, 
AtE. Col raggio BD, centro 
B si descriva 1' arco dt^Da; 
collo stesso raggio, e col centro . 
stesso raggio, e coi centri Ce Z>si 
Si faccia ad Aa—BF\ quindi ad 
EL^=aut\ quindi a if:—-B^ quini 
aO 
CS 
OG 



) ^S = 1 ; 8i avrà (§ 272) OS 
a poi ^3"=! ,4422493. L'eccew 

arco OFG=10Ò'- (§ 29, 30) , 

30'^1,5867066. SÌ ha poi V^r 

di 0,0007 circa. 

arco EL=''I,^ della circonter 
ne (4) s'introduce ^'=75"; ri 

.. Sarà dunque Fv> = 57° 32' -j 
5, Jib. IV), earft l'arco OFia= 

1,7102744. Si ha poi y s = 1, ' 

riva a 0,0003. 

D=Bt= Die = ^~3 e Dt = Bt\ 

-(Bit)*; cioèic T.y^=2; quindi irt: 
1725 _ 
2375 



isere corda di 70" 31' 



J0° 31' -Hr^ , il quale ha per 

■ 1,8171204. Si commette dum 

igtìli Cip, BpS, ai'endo i lati 
etfuali (8, 26 lib. 1) ; ed es! 
no tra le stesse parullele />5 , 
angolo BCl=^B&p (27, lib. I 
'= cosBS^. Si ha poi dalla Ti 
-2BS . jj8 cosi*Sp ; ed essendo 
olla Htessa costruzione ; si avi 
. 'l,yTi; quindi 1— '/,)'^=(j»i 
una parie, e dall'altra dell'eq 
terà (1— '/«V^y^Cj»*— VeV^)' 

Si ha poi (§ 23) pi . dE=(d. 

quindi minore dell'tinìtA; qu 
0,9148541 , che si trova esser 
loì qT<=LM della Fig. 103 = i 



i' -^^ {§ 270). Dunque l'arco cSp-v^ 
, 2513_,..»«. 1607. ,., _„ 



ii-da cv = 1,9122214. Si ha poi /l = 
mqoe un difetto miaore di 0,000702. 




Si ha poi BE=2=^. Dunque ecc. 

278. Prob. Suddaplicare il cubo prosBimamente. 
Sol. Sia AB il lato del cubo dato. (Fig. 108). SÌ descriva 

1 centro A, raggio AB la circonferenza BCDEd, e si faccia 
ad AB=BC=CD=DE=Ed; quindi col raggio BD , centro B 
si segni l'arco DM. Col centro d , raggio dA ei segni 1' arco 
ÀSE. Sarà DS il lato cercato. 

Dim. La Z>B di questa Figura è determinata come la dL 
della Fig. 103. Sarà dunque (§ 270) Z>S=0, 7 922869. Ora si ha 

3 

yi/, =0,7937039. Si commette dunque un difetto minore di 
0, 002. 

279. Non abbiamo voluto omraettere le Soluzioni dì questi 
due tiltimi Problemi (§§ 277 278), benché alcuni risultati con- 
tengano errori di una o di due millesime, e gli altri di qualche 
diecimillesima; perchè in molti oasi tali errori riusciranno tra- 
scurabili, e dall'altra parte le Soluzioni ci sono sembrati sem- 
plici. Si potrebbero avere valori molto più esatti , qualora fa 
cesse d'uopo non solo per formare cubi nei rapporti espressi 
qui sopra, ma anche in altri^ se si cercasse di qual arco espresso 
in gradi, minuti e parti di minuti sieno corde le radici cubiche, 
o le metà, terzi ecc. delle radici cubiche richieste alla costru- 
zione del cubo cercato, o si ricavassero poi queste corde dal 
cerchio diviso appunto in gradi minuti ecc. (§§ 344, 245 ecc.), 
e s'impiegassero poi queste corde, oiloro multipli (§§ 64, 65) 
alla stessa costruzione del cubo. 

280. E qui sia fine ormai a questa Geometria del Compasso, 
che se non dispiacerà ai Geometri, e se potrà in qualche modo 
servire agli Artisti, ai Disegnatori, e specialmente ai Divisori 
de' cerchj par gli usi Geografici ed Astronomici; io mi troverò 
della lunga nqja divorata nel comporla abbastanza ricompenBato. 



